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Αβστραχτ
Εχονο ιστσ αρε αλρεαδψ φα ιλιαρ ωιτη τηε  ισχρετε  αϖελετ Τρανσφορ . Ηοωεϖερ, α βοδψ
οφ ωορκ υσινγ τηε Χοντινυουσ  αϖελετ Τρανσφορ  ηασ αλσο βεεν γροωινγ.  ε προϖιδε α σελφ−
χονταινεδ συ  αρψ ον χοντινυουσ ωαϖελετ τοολσ, συχη ασ τηε Χοντινυουσ  αϖελετ Τρανσφορ , τηε
Χροσσ− αϖελετ, τηε  αϖελετ Χοηερενχψ ανδ τηε Πηασε− ι ερενχε. Φυρτηερ ορε, ωε γενεραλιζε
τηε χονχεπτ οφ σι πλε χοηερενχψ το Παρτιαλ  αϖελετ Χοηερενχψ ανδ Μυλτιπλε  αϖελετ Χοηερενχψ,
ακιν το παρτιαλ ανδ  υλτιπλε χορρελατιονσ, αλλοωινγ τηε ρεσεαρχηερ το  οϖε βεψονδ βιϖαριατε αναλψ−
σισ. Φιναλλψ, ωε δεσχριβε τηε Γενεραλιζεδ Μορσε  αϖελετσ, α χλασσ οφ αναλψτιχ ωαϖελετσ ρεχεντλψ
προποσεδ. Α υσερ−φριενδλψ τοολβοξ, ωιτη εξα πλεσ, ισ ατταχηεδ το τηισ παπερ.
Κεψωορδσ: Χοντινυουσ  αϖελετ Τρανσφορ , Χροσσ− αϖελετ Τρανσφορ ,  αϖελετ Χοηερενχψ,
Παρτιαλ  αϖελετ Χοηερενχψ, Μυλτιπλε  αϖελετ Χοηερενχψ,  αϖελετ Πηασε− ι ερενχε; Εχονο ιχ
 υχτυατιονσ.
1 Ιντροδυχτιον
Εχονο ιχ αγεντσ σι υλτανεουσλψ οπερατε ατ δι ερεντ ηοριζονσ. Φορ εξα πλε, χεντραλ βανκσ ηαϖε
δι ερεντ οβϕεχτιϖεσ ιν τηε σηορτ ανδ λονγ ρυν, ανδ οπερατε σι υλτανεουσλψ ατ δι ερεντ φρεθυενχιεσ
(σεε Ρα σεψ ανδ Λα παρτ 1998α). Μορε τηαν τηατ,  ανψ εχονο ιχ προχεσσεσ αρε τηε ρεσυλτ οφ τηε
αχτιονσ οφ σεϖεραλ αγεντσ, ωηο ηαϖε δι ερεντ τερ  οβϕεχτιϖεσ. Τηερεφορε, εχονο ιχ τι ε σεριεσ αρε αν
αγγρεγατιον οφ χο πονεντσ οπερατινγ ον δι ερεντ φρεθυενχιεσ. Σεϖεραλ θυεστιονσ αβουτ τηε δατα αρε
χοννεχτεδ το τηε υνδερστανδινγ οφ τηε τι ε σεριεσ βεηαϖιορ ατ δι ερεντ φρεθυενχιεσ.
Φουριερ αναλψσισ αλλοωσ υσ το στυδψ τηε χψχλιχαλ νατυρε οφ α τι ε σεριεσ ιν τηε φρεθυενχψ δο αιν.
Ιν σπιτε οφ ιτσ υτιλιτψ, ηοωεϖερ, υνδερ τηε Φουριερ τρανσφορ , τηε τι ε ινφορ ατιον οφ α τι ε σεριεσ ισ
λοστ. Βεχαυσε οφ τηισ λοσσ οφ ινφορ ατιον, ιτ ισ ηαρδ το διστινγυιση τρανσιεντ ρελατιονσ ορ το ιδεντιφψ
ωηεν στρυχτυραλ χηανγεσ δο οχχυρ. Μορεοϖερ, τηεσε τεχηνιθυεσ αρε ονλψ αππροπριατε φορ τι ε σεριεσ
ωιτη σταβλε στατιστιχαλ προπερτιεσ, ι.ε. στατιοναρψ τι ε σεριεσ.
 Λυσ Αγυιαρ−Χονραρια αχκνοωλεδγεσ  νανχιαλ συππορτ φρο  Φυνδαο παρα α Χινχια ε α Τεχνολογια, προϕεχτ
∀Οιλ σηοχκσ ανδ τηε Μαχροεχονο ψ: Εχονο ετριχ εστι ατιον, εχονο ιχ  οδελινγ ανδ πολιχψ ι πλιχατιονσ∀,
ΠΤ Χ/ΕΧΟ/64750/2006.  ε τηανκ τηρεε ανονψ ουσ ρεφερεεσ φορ ινσιγητφυλ χο  εντσ ανδ χριτιχισ σ ασ ωελλ ασ
τηε εδιτορ φορ ηελπφυλ συγγεστιονσ.
ψΤηερε ισ α Ματλαβ τοολβοξ ασσοχιατεδ ωιτη τηισ παπερ, χαλλεδ ΑΣΤοολβοξ, ωηιχη ισ αϖαιλαβλε ατ
ηττπ://σιτεσ.γοογλε.χο /σιτε/αγυιαρχονραρια/ϕοανασοαρεσ−ωαϖελετσ.
ζΝΙΠΕ ανδ Εχονο ιχσ  επαρτ εντ, Υνιϖερσιτψ οφ Μινηο. Ε− αιλ: λφαγυιαρ≅εεγ.υ ινηο.πτ
ξΝΙΠΕ ανδ  επαρτ εντ οφ Ματηε ατιχσ ανδ Αππλιχατιονσ, Υνιϖερσιτψ οφ Μινηο. Ε− αιλ: ϕσοαρεσ≅ ατη.υ ινηο.πτ
1Ασ αν αλτερνατιϖε, ωαϖελετ αναλψσισ ηασ βεεν προποσεδ.  αϖελετ αναλψσισ περφορ σ τηε εστι ατιον
οφ τηε σπεχτραλ χηαραχτεριστιχσ οφ α τι ε σεριεσ ασ α φυνχτιον οφ τι ε, ρεϖεαλινγ ηοω τηε δι ερεντ
περιοδιχ χο πονεντσ οφ τηε τι ε σεριεσ χηανγε οϖερ τι ε. Ασ ωε ωιλλ σεε, ονε  αϕορ αδϖανταγε
α ορδεδ βψ τηε ωαϖελετ τρανσφορ  ισ τηε αβιλιτψ το περφορ  νατυραλ λοχαλ αναλψσισ οφ α τι ε σεριεσ:
τηε ωαϖελετ στρετχηεσ ιντο α λονγ φυνχτιον το  εασυρε τηε λοω φρεθυενχψ  οϖε εντσ, ανδ ιτ χο πρεσσεσ
ιντο α σηορτ φυνχτιον το  εασυρε τηε ηιγη φρεθυενχψ  οϖε εντσ.
Τηε πιονεερινγ ωορκ οφ Ρα σεψ ανδ Λα παρτ (1998α ανδ 1998β) ανδ Ρα σεψ (1999 ανδ 2002)
ωασ φολλοωεδ βψ Γεναψ, Σελυκ ανδ Β.  ιτηχηερ (2001α, 2001β ανδ 2005),  ονγ, Ιπ, Ξιε ανδ Λυι
(2003), Χοννορ ανδ Ροσσιτερ (2005), Φερνανδεζ (2005) ανδ Γαλλεγατι ανδ Γαλλεγατι (2007), α ονγ
οτηερσ. Αλλ τηεσε ωορκσ, ηοωεϖερ, ηαϖε ονε χο  ον χηαραχτεριστιχ. Τηεψ αλλ ρελψ ον τηε δισχρετε
ωαϖελετ τρανσφορ  (  Τ).1
Μορε ρεχεντλψ, τοολσ ασσοχιατεδ ωιτη τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορ  (Χ Τ) αρε βεχο ινγ
 ορε ωιδελψ υσεδ. Ραιηαν,  εν ανδ Ζενγ (2005), ϑαγρι∝ χ ανδ Οϖιν (2004), Χροωλεψ ανδ Μαψεσ
(2008), Αγυιαρ−Χονραρια, Αζεϖεδο ανδ Σοαρεσ (2008), Βαυβεαυ ανδ Χαζελλεσ (2009), Ρυα ανδ Νυνεσ
(2009), Ρυα (2010) ανδ Αγυιαρ−Χονραρια ανδ Σοαρεσ (2011α ανδ β); προϖιδε σο ε εξα πλεσ οφ υσεφυλ
εχονο ιχ αππλιχατιονσ οφ τηεσε τοολσ. Ιν ηισ ρεϖιεω, Χροωλεψ (2007) αλσο ινχλυδεσ αν ιντροδυχτιον το
τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορ .2
Ασ ιτ ωιλλ βεχο ε χλεαρ, τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορ   απσ τηε οριγιναλ τι ε σεριεσ, ωηιχη
ισ α φυνχτιον οφ ϕυστ ονε ϖαριαβλε   τι ε   ιντο α φυνχτιον οφ τωο ϖαριαβλεσ   τι ε ανδ φρεθυενχψ,
προϖιδινγ ηιγηλψ ρεδυνδαντ ινφορ ατιον. Τηισ συγγεστσ τηατ ιτ  ιγητ βε ποσσιβλε το χο πυτε τηε
ωαϖελετ τρανσφορ  φορ ϕυστ α ∀χαρεφυλ∀ σελεχτιον οφ ϖαλυεσ οφ τηε φρεθυενχψ ανδ τι ε παρα ετερσ ανδ
στιλλ νοτ λοοσε ανψ ινφορ ατιον (βψ τηισ ωε  εαν τηατ ιτ ισ ποσσιβλε το ρεχοϖερ τηε οριγιναλ τι ε σεριεσ
φρο  ιτσ τρανσφορ ). Τηισ ισ βασιχαλλψ τηε ιδεα οφ τηε   Τ: ωε ϕυστ χο πυτε τηε τρανσφορ  φορ α ϖερψ
σπεχιαλ δισχρετε χηοιχε οφ τηε παρα ετερ ϖαλυεσ φορ τι ε ανδ φρεθυενχψ. Τηισ λεαδσ το α ϖερψ σι πλε
ανδ ε′χιεντ ιτερατιϖε σχηε ε το χο πυτε τηε τρανσφορ . Τηε σι πλιχιτψ, εασε οφ ι πλε εντατιον
ανδ,  οστ οφ αλλ, ιτσ ϖερψ λοω χο πυτατιοναλ ε ορτ ϕυστι εσ τηε ποπυλαριτψ οφ τηε   Τ. Αλσο, τηε
  Τ ισ ϖερψ υσεφυλ ωηεν ουρ  αιν χονχερν ισ το χο πρεσσ ινφορ ατιον, ασ ιτ ισ ϖερψ οφτεν τηε χασε
ιν σιγναλ ορ ι αγε προχεσσινγ. Τηε  οστ χο  ον τρανσφορ  α ονγ εχονο ιστσ ισ προβαβλψ τηε σο−
χαλλεδ ΜΟ  Τ ( αξι υ  οϖερλαπ δισχρετε ωαϖελετ τρανσφορ ). Τηε ΜΟ  Τ χαν βε σεεν ασ α
κινδ οφ χο προ ισε βετωεεν τηε   Τ ανδ τηε Χ Τ; ιτ ισ α ρεδυνδαντ τρανσφορ , βεχαυσε ωηιλε
ιτ ισ ε′χιεντ ωιτη τηε φρεθυενχψ παρα ετερσ ιτ ισ νοτ σελεχτιϖε ωιτη τηε τι ε παρα ετερσ, βυτ νοτ ασ
ρεδυνδαντ ασ τηε Χ Τ. Τηε ρεδυνδανχψ οφ τηε Χ Τ ηασ α πριχε   εσσεντιαλλψ, τηε πριχε ισ παιδ
ιν χο πυτατιοναλ τι ε   βυτ ιτ ηασ αλσο σο ε αδϖανταγεσ. Ονε οφ τηε αδϖανταγεσ λιεσ ον τηε φαχτ
τηατ ιτ γιϖεσ υσ α λαργε φρεεδο  ιν σελεχτινγ ουρ ωαϖελετσ, ωηιλστ τηισ χηοιχε ισ  ορε λι ιτεδ ιν τηε
δισχρετε σεττινγ. Βυτ,  οστ οφ αλλ, ιν ουρ οπινιον, τηε ρεδυνδανχψ  ακεσ ιτ  υχη εασιερ το ιντερπρετ
τηε ρεσυλτσ οβταινεδ ανδ το δραω χονχλυσιονσ φρο  τηε δατα. Τηε πιχτυρεσ οβταινεδ ωιτη τηε Χ Τ
αρε  υχη εασιερ το ιντερπρετ τηαν τηε ρεσυλτσ οβταινεδ ωιτη τηε   Τ. Ηενχε, ιφ ωε αρε νοτ χονχερνεδ
ωιτη χο πρεσσιον, βυτ, ινστεαδ, ουρ  αιν πυρποσε ισ το αναλψζε δατα το δισχοϖερ παττερνσ ορ ηιδδεν
ινφορ ατιον, τηεν ρεδυνδανχψ  αψ βε ηελπφυλ, ανδ τηε Χ Τ χαν βε υσεδ ωιτη αδϖανταγε.  ιτη τηε
1Φορ αν εξχελλεντ ρεϖιεω ον δισχρετε ωαϖελετ αππλιχατιονσ ιν εχονο ιχσ, σεε Χροωλεψ (2007).
2Χροωλεψ (2010) προϖιδεσ αν αχχουντ νοτ ονλψ ον δισχρετε ανδ χοντινυουσ ωαϖελετσ βυτ αλσο ον οτηερ τι ε−φρεθυενχψ
τοολσ, να ελψ τηε Ηιλβερτ−Ηυανγ Τρανσφορ  ανδ τηε ε πιριχαλ  οδε δεχο ποσιτιον.
2αδϖανχε οφ χο πυτερ φαχιλιτιεσ ανδ τηε αϖαιλαβιλιτψ οφ υσερ−φριενδλψ τοολβοξεσ το χο πυτε τηε Χ Τ,
τηισ τρανσφορ  ωιλλ χερταινλψ βεχο ε  ορε ανδ  ορε ποπυλαρ α ονγ τηε εχονο ιστσ.
Υνφορτυνατελψ, ωε δο νοτ  νδ α γοοδ σινγλε ρεφερενχε φορ σο εονε ωαντινγ το υσε (χοντινυουσ)
ωαϖελετ τοολσ, συχη ασ: τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορ , τηε χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορ , τηε ωαϖελετ
χοηερενχψ ανδ τηε ωαϖελετ πηασε−δι ερενχε. Νοτ ονλψ τηε τηεορετιχ φουνδατιονσ αρε σχαττερεδ α ονγ
σεϖεραλ παπερσ ανδ βοοκσ, βυτ αλσο  οστ χοδεσ φρεελψ αϖαιλαβλε ι πλψ ριγιδ ασσυ πτιονσ, ωηιχη δο
νοτ γιϖε  υχη φρεεδο  οφ χηοιχε το τηε ρεσεαρχηερ. Φορ εξα πλε, αλλ τηε ωορκσ χιτεδ ιν τηε πρεϖιουσ
παραγραπη  ακε υσε οφ τηε Μορλετ ωαϖελετ ανδ  οστ οφ τηε χοδεσ δο νοτ προϖιδε  ανψ αλτερνατιϖεσ
το τηε υσε οφ τηισ παρτιχυλαρ ωαϖελετ.
Αλλ τηισ ηελπσ το εξπλαιν ωηψ χοντινυουσ ωαϖελετσ αρε νοτ ασ ποπυλαρ ιν Εχονο ιχσ ασ τηε δισχρετε
ωαϖελετ τρανσφορ . Ανοτηερ ποσσιβλε εξπλανατιον ισ τηατ τηε τεχηνιθυεσ ασσοχιατεδ ωιτη   Τ (ανδ
ΜΟ  Τ, φορ τηατ  αττερ) ρεσε βλε  ορε τηε τραδιτιοναλ τι ε σεριεσ τοολσ. Ε.γ. Γαλλεγατι ανδ
Γαλλεγατι (2007) υσε ΜΟ  Τ το δεχο ποσε τηε Ινδυστριαλ Προδυχτιον οφ τηε Γ−7 χουντριεσ σινχε
1961 ιν σεϖεραλ σχαλεσ (φρεθυενχιεσ). Τηεν, το αναλψζε τηε εϖολυτιον οφ τηε ϖολατιλιτψ οφ ρεαλ εχονο ιχ
αχτιϖιτψ, τηεψ εστι ατε τηε ωαϖελετ ϖαριανχε ατ εαχη σχαλε, φορ εαχη δεχαδε σεπαρατελψ. Τηισ αλλοωσ τηε
ρεσεαρχηερ το υσε ωαϖελετσ ανδ, ατ τηε σα ε τι ε, ηαϖε α φοοτ ον τηε τραδιτιοναλ τι ε σεριεσ  ετηοδσ.
Ασ Ψογο (2008) ηασ σηοων,  υλτιρεσολυτιον ωαϖελετ αναλψσισ, ωηιχη χαν ϖερψ εασιλψ βε περφορ εδ
ωιτη   Τ, αλλοωσ τηε δεχο ποσιτιον οφ α τι ε σεριεσ ιντο τρενδ, χψχλε, ανδ νοισε. Τηε χψχλιχαλ
χο πονεντ οφ τηε ωαϖελετ− λτερεδ σεριεσ χλοσελψ ρεσε βλεσ τηε σεριεσ  λτερεδ βψ τηε Βαξτερ ανδ Κινγ
(1999) βανδπασσ  λτερ. Μορε ι πορταντλψ, ωηεν α ρεσεαρχηερ υσεσ τηε   Τ ηε/σηε  αψ ηαϖε τηε
φεελινγ τηατ  υλτιϖαριατε τοολσ αρε βεινγ υσεδ. Φορ εξα πλε, Ρα σεψ ανδ Λα παρτ (1998α ανδ 1998β)
υσε   Τ το ινδιϖιδυαλλψ αναλψζε σεϖεραλ τι ε σεριεσ (ονε εαχη τι ε), ωηοσε δεχο ποσιτιονσ αρε τηεν
στυδιεδ υσινγ τραδιτιοναλ τι ε−δο αιν  ετηοδσ, συχη ασ Γρανγερ χαυσαλιτψ τεστσ. Ηοωεϖερ, ιν ρεαλιτψ,
ωαϖελετσ ωερε νοτ υσεδ το δο  υλτιϖαριατε αναλψσισ.
 ηιτχηερ, Γυττορπ, Περχιϖαλ (2000), Γαλλεγατι (2008)   υσινγ τηε ΜΟ  Τ   ανδ Χροωλεψ,
Μαψεσ ανδ Μαραυν (2006), Χροωλεψ ανδ Μαψεσ (2008) ανδ Αγυιαρ−Χονραρια ετ αλ. (2008 ανδ 2011α
ανδ β)   υσινγ Χ Τ   ηαϖε αππλιεδ χροσσ−ωαϖελετ αναλψσισ το υνχοϖερ τι ε φρεθυενχψ ιντεραχτιονσ
βετωεεν τωο εχονο ιχ τι ε σεριεσ. Στιλλ,  οστ συρελψ, ωαϖελετσ ωιλλ νοτ βεχο ε ϖερψ ποπυλαρ ιν
εχονο ιχσ υντιλ α χονχεπτ αναλογουσ το τηε σπεχτραλ παρτιαλ−χοηερενχε ισ δεϖελοπεδ. Τηισ ισ ονε οφ
τηε χοντριβυτιονσ οφ τηισ παπερ: το δεϖελοπ τηε χονχεπτσ οφ ωαϖελετ  υλτιπλε χοηερενχψ ανδ ωαϖελετ
παρτιαλ χοηερενχψ.  ε σηουλδ νοτε τηατ Χροωλεψ, Μαψεσ ανδ Μαραυν (2006α ανδ β) ανδ Χροωλεψ
(2007) ηαϖε αλσο σο ε ωορκ ον τηισ διρεχτιον. Ιν τηειρ χασε τηεψ υσε  υλτιϖαριατε σπεχτραλ αναλψσισ
υσινγ Ηιλβερτ ωαϖελετ παιρσ, οριγιναλλψ προποσεδ βψ Χραιγ ιλε ανδ  ηιτχηερ (2004).
Τηισ παπερ ηασ  ϖε  αιν πυρποσεσ: (1) το γιϖε α σελφ−χονταινεδ συ  αρψ ον τηε  οστ ρελεϖαντ
τηεορετιχαλ ρεσυλτσ ον χοντινυουσ ωαϖελετ αναλψσισ, (2) το ιντροδυχε τηε χονχεπτσ οφ ωαϖελετ  υλτιπλε
χοηερενχψ ανδ ωαϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ, (3) το ιντροδυχε τηε εχονο ιστ το α νεω φα ιλψ οφ ωαϖελετσ
τηατ ηαϖε σο ε δεσιραβλε χηαραχτεριστιχσ ανδ τηατ σο ε αυτηορσ βελιεϖε το ηαϖε τηε ποτεντιαλ το
βεχο ε ασ ποπυλαρ ασ τηε Μορλετ ωαϖελετ, (4) το δεσχριβε ηοω τηε τρανσφορ σ χαν βε ι πλε εντεδ ιν
πραχτιχε, ανδ (5) το προϖιδε α υσερ−φριενδλψ Ματλαβ τοολβοξ ι πλε εντινγ τηε ρεφερρεδ ωαϖελετ τοολσ,
ωηιχη τηε ρεσεαρχηερ χαν φρεελψ υσε ανδ αδαπτ το ηισ/ηερ οων ρεσεαρχη.
Τηισ παπερ προχεεδσ ασ φολλοωσ. Ιν Σεχτιον 2, ωε δεσχριβε τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορ .  ε
αλσο δεσχριβε σο ε οφ τηε χηαραχτεριστιχσ οφ τηε Μορλετ ωαϖελετ, ρεσπονσιβλε φορ ιτσ ποπυλαριτψ ανδ α
3νεω χλασσ οφ αναλψτιχ ωαϖελετσ, τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ (ΓΜ σ), τηατ χαν ποτεντιαλλψ βεχο ε
ασ υσεφυλ ασ τηε Μορλετ ωαϖελετ.3 Ιν Σεχτιον 3, ωε ιντροδυχε τηε χροσσ−ωαϖελετ τοολσ, ωηιχη ινχλυδε
τηε χροσσ−ωαϖελετ ποωερ, ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ πηασε−δι ερενχε. Σεχτιον 4 εξτενδσ τηε χονχεπτσ
οφ Σεχτιον 3 το α  υλτιϖαριατε σεττινγ. Ιν εαχη σεχτιον, ωε χονστρυχτ αν εξα πλε το  οτιϖατε ανδ
ιλλυστρατε ηοω το αππλψ ανδ ιντερπρετ τηε δεσχριβεδ ωαϖελετ τοολσ. Σεχτιον 5 συ  αριζεσ σο ε οφ τηε
ρεσυλτσ αλρεαδψ οβταινεδ ιν τερ σ οφ σιγνι χανχε τεστινγ. Ιν σεχτιον 6, ωε προϖιδε τηρεε αππλιχατιονσ
ωιτη ρεαλ δατα. Ιν ονε οφ τηε , ωε σηοω εϖιδενχε τηατ χορροβορατεσ τηε αργυ εντσ οφ Βλανχηαρδ ανδ
Σι ον (2001) αβουτ τηε Γρεατ Μοδερατιον, ωηο ηαϖε αργυεδ τηατ τηε Γρεατ Μοδερατιον σταρτεδ ωελλ
βεφορε 1983. Ιν τηε σεχονδ αππλιχατιον, ωιτη τηε ηελπ οφ χροσσ ωαϖελετ αναλψσισ, ωε στυδψ σψνχηρονισ 
ιν ιντερνατιοναλ στοχκ  αρκετ ρετυρνσ. Φιναλλψ, ωε ωιλλ ιλλυστρατε τηε υσεφυλνεσσ οφ ηιγηερ ορδερ ωαϖελετ
τοολσ, συχη ασ τηε παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ ανδ τηε παρτιαλ πηασε−δι ερενχε, το στυδψ τηε λινκαγεσ
βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ τηε στοχκ  αρκετσ αφτερ χοντρολλινγ φορ σο ε οτηερ  αχροεχονο ιχ ϖαριαβλεσ.
Σεχτιον 7 χονχλυδεσ. Ιν αππενδιξ Α, ωε δεσχριβε ηοω το αδαπτ τηε τηεορψ ιν ορδερ το ι πλε εντ ιτ
χο πυτατιοναλλψ ανδ ωε ινχλυδε σο ε προοφσ ο ιττεδ ιν τηε  αιν τεξτ. Ιν αππενδιξ Β, ωε γιϖε α
βριεφ δεσχριπτιον οφ σο ε σοφτωαρε παχκαγεσ ανδ ωε δεσχριβε ουρ τοολβοξ, τηε ΑΣΤοολβοξ, ασ ωελλ ασ
σο ε οφ ουρ χο πυτατιοναλ χηοιχεσ.
2  αϖελετ Αναλψσισ
2.1 Εξα πλε 1: Μοτιϖατιον
 ε σταρτ ωιτη αν εξα πλε τηατ αππλιεσ τηε τοολσ τηατ ωιλλ βε εξπλαινεδ λατερ ον.  ε ρεαλιζε τηατ τηισ
ισ αν υνορτηοδοξ ωαψ το σταρτ α παπερ, βυτ ωε ηοπε τηατ τηισ ωιλλ ηελπ το  οτιϖατε τηε ρεαδερ το
ινϖεστ σο ε τι ε ιν τηε ρεστ οφ τηε παπερ.
Τηε  οστ χο  ον αργυ εντ το ϕυστιφψ τηε υσε οφ ωαϖελετ αναλψσισ οϖερ σπεχτραλ αναλψσισ ισ τηε
ποσσιβιλιτψ οφ τραχινγ τρανσιτιοναλ χηανγεσ αχροσσ τι ε. Ιτ ισ ασ ιφ ωε αρε εστι ατινγ τηε ποωερ σπεχτρυ 
ασ α φυνχτιον οφ τι ε. Το ιλλυστρατε τηισ, χονσιδερ τηε φολλοωινγ ηιγηλψ στψλιζεδ εξπερι εντ ωιτη





















ωηερε π1 = 10 ανδ π2 = 5, ιφ 20   τ   30, ανδ π2 = 3, οτηερωισε.
Φορ υλα (1) τελλσ υσ τηατ τηε τι ε σεριεσ ψτ ισ τηε συ  οφ τωο περιοδιχ χο πονεντσ.4 Τηε  ρστ
περιοδιχ χο πονεντ ρεπρεσεντσ α 10 ψεαρ χψχλε, ωηιλε τηε σεχονδ περιοδιχ χο πονεντ σηοωσ σο ε
τρανσιεντ δψνα ιχσ. Ιν τηε βεγιννινγ, ιτ ρεπρεσεντσ α 3 ψεαρ χψχλε τηατ, τε ποραριλψ, χηανγεσ το α 5
ψεαρ χψχλε βετωεεν τηε σεχονδ ανδ τηε τηιρδ δεχαδεσ.
Τηισ χηανγε ιν τηε δψνα ιχσ ισ νεαρλψ ι ποσσιβλε το σποτ ιν Φιγυρε 1 (α). Φυρτηερ ορε, ιφ ωε
υσε τηε τραδιτιοναλ σπεχτραλ αναλψσισ, τηε ινφορ ατιον ον τηε τρανσιεντ δψνα ιχσ ισ χο πλετελψ λοστ,
3 ε αργυε τηατ ωηιλε τηε Μορλετ ωαϖελετσ ρεπρεσεντ τηε βεστ χο προ ισε βετωεεν φρεθυενχψ ανδ τι ε λοχαλιζατιον,
ΓΜ σ αλλοω φορ  ορε  εξιβιλιτψ, ωηιχη χαν βε υσεφυλ ιφ τηε ρεσεαρχηερ ισ σπεχι χαλλψ ιντερεστεδ ιν ηαϖινγ α βεττερ
φρεθυενχψ ορ τι ε λοχαλιζατιον.
4Αλτηουγη ηιγηλψ στψλιζεδ, τηισ φορ υλατιον ισ νοτ ασ ρεστριχτιϖε ασ ιτ  αψ σεε . Αν αυτορεγρεσσιϖε προχεσσ οφ ορδερ
2, ορ ηιγηερ, ωιτη αν οσχιλλατορψ βεηαϖιορ, ωιλλ ηαϖε α σολυτιον τηατ ινϖολϖεσ σινεσ ανδ χοσινεσ.  ε, τηερεφορε, χουλδ
ηαϖε γενερατεδ σι ιλαρ τι ε σεριεσ υσινγ τηε  ορε χο  ον αυτο ρεγρεσσιϖε προχεσσ.  ε χηοσε το εξπλιχιτλψ ηαϖε α χοσινε
βεχαυσε τηε περιοδ οφ τηε οσχιλλατιον ισ οβσερϖεδ διρεχτλψ.
4Φιγυρε 1: (α) ψτ = χοσ(2 
π1 τ) + χοσ(2 
π2 τ) + ∀τ. (β)  αϖελετ ποωερ σπεχτρυ  οφ ψτ.Τηε χονε οφ ιν υενχε, ωηιχη
ινδιχατεσ τηε ρεγιον α εχτεδ βψ εδγε ε εχτσ, ισ σηοων ωιτη α τηιχκ βλαχκ λινε. Τηε χολορ χοδε φορ ποωερ ρανγεσ
φρο  βλυε (λοω ποωερ) το ρεδ (ηιγη ποωερ). Τηε ωηιτε λινεσ σηοω τηε  αξι α οφ τηε υνδυλατιονσ οφ τηε ωαϖελετ
ποωερ σπεχτρυ . (χ) Γλοβαλ ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ  − αϖεραγε ωαϖελετ ποωερ φορ εαχη φρεθυενχψ. (δ) Φουριερ
ποωερ σπεχτραλ δενσιτψ.
ασ ωε χαν σεε ιν Φιγυρε 1 (δ). Τηε ποωερ σπεχτραλ δενσιτψ εστι ατε ισ αβλε το χαπτυρε βοτη τηε
3−ψεαρ ανδ τηε 10−ψεαρ χψχλεσ5 βυτ ιτ χο πλετελψ φαιλσ το χαπτυρε τηε 5−ψεαρ χψχλε τηατ οχχυρρεδ ιν τηε
20 σ. Χο παρινγ ωιτη Φιγυρε 1 (χ), ωε οβσερϖε τηατ σπεχτραλ αναλψσισ γιϖεσ υσ εσσεντιαλλψ τηε σα ε
ινφορ ατιον ασ τηε γλοβαλ ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ , ωηιχη ισ αν αϖεραγε, αχροσσ τι ε, οφ τηε ωαϖελετ
ποωερ σπεχτρυ .6
Ον τηε οτηερ ηανδ, Φιγυρε 1 (β) σηοωσ τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ  ιτσελφ. Ον τηε ηοριζονταλ
αξισ, ωε ηαϖε τηε τι ε δι ενσιον. Τηε ϖερτιχαλ αξισ γιϖεσ υσ τηε περιοδσ. Τηε ποωερ ισ γιϖεν βψ τηε
χολορ. Τηε χολορ χοδε φορ ποωερ ρανγεσ φρο  βλυε (λοω ποωερ) το ρεδ (ηιγη ποωερ). Ρεγιονσ ωιτη
ωαρ  χολορσ ρεπρεσεντ αρεασ οφ ηιγη ποωερ. Τηε ωηιτε λινεσ σηοω τηε  αξι α οφ τηε υνδυλατιονσ
οφ τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ , τηερεφορε γιϖινγ υσ αν εστι ατε οφ τηε χψχλε περιοδ.  ε οβσερϖε α
ωηιτε λινε ον περιοδ 10 αχροσσ αλλ τι εσ,  εανινγ τηατ τηερε ισ α περ ανεντ χψχλε οφ τηισ περιοδ.
5 ε χονϖερτεδ φρεθυενχιεσ ιντο περιοδ χψχλεσ.
6Ιν αλλ ουρ εξα πλεσ ανδ απλιχατιονσ, ωε υσε τηε Μορλετ  αϖελετ ωιτη !0 = 6: Σεε συβσεχτιον 2.9.
5Βοτη τηε ρεδ χολορ ανδ τηε βλαχκ χοντουρ τελλ υσ τηατ τηισ χψχλε ισ στρονγ ανδ στατιστιχαλλψ σιγνι χαντ.
 ε αρε αβλε το σποτ τηε τηρεε ψεαρ περιοδ χψχλε τηατ οχχυρσ βετωεεν τι ε ζερο ανδ 20 ανδ, αγαιν,
βετωεεν τι ε 30 ανδ 50. Φιναλλψ, ωε αρε αλσο αβλε το σποτ α ψελλοω ρεγιον βετωεεν τι ε 20 ανδ 30,
ωιτη τηε ωηιτε στριπεσ ιδεντιφψινγ τηε χψχλε οφ περιοδ  ϖε. Τηισ  εανσ τηατ α χψχλε οφ ρουγηλψ 5−ψεαρ
περιοδιχιτψ, ρελατιϖελψ ι πορταντ ιν εξπλαινινγ τηε τοταλ ϖαριανχε οφ τηε τι ε σεριεσ ανδ τακινγ πλαχε
βετωεεν ψεαρ 20 ανδ 30, ωασ ηιδδεν βψ τηε Φουριερ ποωερ σπεχτρυ  εστι ατε.
Φιγυρε 1 (β) χλεαρλψ ιλλυστρατεσ τηε βιγ αδϖανταγε οφ ωαϖελετ αναλψσισ οϖερ σπεχτραλ αναλψσισ.  ηιλε
τηε Φουριερ τρανσφορ  ισ σιλεντ αβουτ χηανγεσ τηατ ηαππεν αχροσσ τι ε, ωιτη ωαϖελετσ ωε αρε αβλε
το εστι ατε τηε ποωερ σπεχτρυ  ασ α φυνχτιον οφ τι ε ανδ, τηερεφορε, ωε δο νοτ λοοσε τηε τι ε
δι ενσιον. Τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ  ισ αβλε το χαπτυρε νοτ ονλψ τηε 3−ψεαρ ανδ 10−ψεαρ χψχλεσ,
βυτ αλσο το χαπτυρε τηε χηανγε τηατ οχχυρρεδ βετωεεν ψεαρσ 20 ανδ 30.
2.2 Νοτατιονσ ανδ Χονϖεντιονσ
Ιν ωηατ φολλοωσ, Λ2 (Ρ) δενοτεσ τηε σετ οφ σθυαρε ιντεγραβλε φυνχτιονσ, ι.ε. τηε σετ οφ φυνχτιονσ
δε νεδ ον τηε ρεαλ λινε ανδ σατισφψινγ
Ρ 1
 1 ϕξ(τ)ϕ
2 δτ < 1;ωιτη τηε υσυαλ ιννερ προδυχτ ηξ;ψι :=
Ρ 1
 1 ξ(τ)ψ (τ)δτ ανδ ασσοχιατεδ νορ  κξκ := ηξ;ξι
1
2: Ηερε, ανδ ιν ωηατ φολλοωσ, τηε αστερισκ συπερ−
σχριπτ ισ υσεδ το δενοτε χο πλεξ χονϕυγατιον ανδ :=  εανσ ∀βψ δε νιτιον∀. Σινχε τηε (σθυαρεδ)
νορ  οφ ξ(τ), κξ(τ)κ2 =
Ρ 1
 1 ϕξ(τ)ϕ2δτ ισ υσυαλλψ ρεφερρεδ το ασ τηε ενεργψ οφ ξ, τηε σπαχε Λ2 (Ρ) ισ
αλσο κνοων ασ τηε σπαχε οφ  νιτε ενεργψ φυνχτιονσ.
Ιν τηεσε νοτεσ, ωε αλωαψσ υσε τηε χονϖεντιον γ(τ) ∃ Γ(!) το δενοτε α Φουριερ παιρ, ι.ε. ωε δενοτε
βψ τηε χορρεσπονδινγ χαπιταλ λεττερ τηε Φουριερ τρανσφορ  οφ α γιϖεν φυνχτιον. Ηενχε, ιφ ξ(τ) 2 Λ2 (Ρ),
Ξ(!) ωιλλ δενοτε ιτσ Φουριερ τρανσφορ , ηερε δε νεδ ασ Ξ(!) :=
Ρ 1
 1 ξ(τ)ε ι!τδτ:7
Τηε ωελλ−κνοων Παρσεϖαλ ρελατιον, ηξ(τ);ψ(τ)ι = 1
2 ηΞ(!);Ψ (!)ι; ϖαλιδ φορ αλλ ξ(τ);ψ(τ) 2 Λ2 (Ρ);





Τηε  ινι υ  ρεθυιρε εντ ι ποσεδ ον α φυνχτιον  (τ) 2 Λ2 (Ρ) το θυαλιφψ φορ βεινγ α  οτηερ
(αδ ισσιβλε ορ αναλψζινγ) ωαϖελετ ισ τηατ ιτ σατισ εσ α τεχηνιχαλ χονδιτιον, υσυαλλψ ρεφερρεδ το ασ τηε
αδ ισσιβιλιτψ χονδιτιον, ωηιχη ρεαδσ ασ φολλοωσ:





δ! < 1; (2)
σεε  αυβεχηιεσ (1992). Τηε χονσταντ Χ  αβοϖε ισ χαλλεδ τηε αδ ισσιβιλιτψ χονσταντ.
 ε σηουλδ ποιντ ουτ τηατ τηε σθυαρε ιντεγραβιλιτψ οφ  (τ) ισ α ϖερψ  ιλδ δεχαψ χονδιτιον ανδ
τηατ, ιν πραχτιχε,  υχη  ορε στρινγεντ χονδιτιονσ αρε ι ποσεδ. Ιν φαχτ, φορ τηε πυρποσε οφ προϖιδινγ
α υσεφυλ τι ε−φρεθυενχψ λοχαλιζατιον, τηε ωαϖελετ  υστ βε α ρεασοναβλε ωελλ λοχαλιζεδ φυνχτιον, βοτη
ιν τηε τι ε δο αιν ασ ωελλ ασ ιν τηε φρεθυενχψ δο αιν. Φορ φυνχτιονσ ωιτη συ′χιεντ δεχαψ, ιτ τυρνσ
7 ιτη τηε αβοϖε χονϖεντιον οφ τηε Φουριερ Τρανσφορ , ! ισ αν ανγυλαρ (ορ ραδιαν) φρεθυενχψ. Τηε ρελατιον το τηε
 ορε χο  ον Φουριερ φρεθυενχψ φ ισ γιϖεν βψ φ =
!
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Φιγυρε 2: Α τψπιχαλ ωαϖελετ




 (τ)δτ = 0; (3)
αγαιν, σεε  αυβεχηιεσ (1992). Τηισ  εανσ τηατ τηε φυνχτιον   ηασ το ωιγγλε υπ ανδ δοων τηε
τ αξισ, ι.ε. ιτ  υστ βεηαϖε λικε α ωαϖε; τηισ, τογετηερ ωιτη τηε ασσυ εδ δεχαψινγ προπερτψ, ϕυστι εσ
τηε χηοιχε οφ τηε τερ  ωαϖελετ (οριγιναλλψ, ιν Φρενχη, ονδελεττε) το δεσιγνατε     Φιγυρε 2. Ιτ ισ τηισ
προπερτψ τηατ αλλοωσ φορ αν ε εχτιϖε λοχαλιζατιον ιν βοτη τι ε ανδ φρεθυενχψ, χοντραρψ το τηε Φουριερ
τρανσφορ , ωηιχη δεχο ποσεσ τηε σιγναλ ιν τερ  οφ σινεσ ανδ χοσινεσ, ι.ε. ιν νιτε δυρατιον ωαϖεσ.
2.4 Τηε Χοντινυουσ  αϖελετ Τρανσφορ 
Σταρτινγ ωιτη α  οτηερ ωαϖελετ  , α φα ιλψ   ;σ οφ  ωαϖελετ δαυγητερσ∀ χαν βε οβταινεδ βψ σι πλψ
σχαλινγ ανδ τρανσλατινγ  :






τ    
σ
 
, σ;  2 Ρ; σ 6= 0; (4)
ωηερε σ ισ α σχαλινγ ορ διλατιον φαχτορ τηατ χοντρολσ τηε ωιδτη οφ τηε ωαϖελετ ανδ   ισ α τρανσλατιον
παρα ετερ χοντρολλινγ τηε λοχατιον οφ τηε ωαϖελετ. Σχαλινγ α ωαϖελετ σι πλψ  εανσ στρετχηινγ ιτ (ιφ
ϕσϕ > 1) ορ χο πρεσσινγ ιτ (ιφ ϕσϕ < 1), ωηιλε τρανσλατινγ ιτ σι πλψ  εανσ σηιφτινγ ιτσ ποσιτιον ιν τι ε.
Γιϖεν α τι ε σεριεσ ξ(τ) 2 Λ2 (Ρ), ιτσ χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορ  (Χ Τ) ωιτη ρεσπεχτ το τηε
ωαϖελετ   ισ α φυνχτιον οφ τωο ϖαριαβλεσ,  ξ;  ( ;σ):













Τηε ποσιτιον οφ τηε ωαϖελετ ιν τηε τι ε δο αιν ισ γιϖεν βψ  ; ωηιλε ιτσ ποσιτιον ιν τηε φρεθυενχψ
δο αιν ισ γιϖεν βψ σ (τηε ρελατιον βετωεεν σ ανδ τηε φρεθυενχψ ωιλλ σοον βε χλεαρερ). Τηερεφορε τηε
7ωαϖελετ τρανσφορ , βψ  αππινγ τηε οριγιναλ σεριεσ ιντο α φυνχτιον οφ   ανδ σ, γιϖεσ υσ ινφορ ατιον
σι υλτανεουσλψ ον τι ε ανδ φρεθυενχψ. Τηε φορ υλασ οφ τηε ωαϖελετ ανδ τηε Φουριερ τρανσφορ σ αρε
ϖερψ σι ιλαρ. Τηε  αιν δι ερενχεσ αρε τηατ ιν τηε Φουριερ τρανσφορ  ωε ηαϖε νο τι ε λοχαλιζατιον
παρα ετερ ανδ τηατ ωε ηαϖε χοσινε ανδ σινε φυνχτιονσ ινστεαδ οφ α ωαϖελετ φυνχτιον.
Βψ τηε ωελλ−κνοων προπερτιεσ οφ τηε Φουριερ τρανσφορ , ονε ι  εδιατελψ σεεσ τηατ τηε Χ Τ (5)
 αψ αλσο βε ρεπρεσεντεδ ιν τηε φρεθυενχψ, ασ






  (σ!)Ξ(!)ει! δ!: 8 (6)
2.5 Ινϖερσιον οφ Χ Τ
Τηε ι πορτανχε οφ τηε αδ ισσιβιλιτψ χονδιτιον (2) χο εσ φρο  τηε φαχτ τηατ ιτσ φυλ λ εντ γυαραντεεσ
τηατ τηε ενεργψ οφ τηε οριγιναλ φυνχτιον ξ(τ) ισ πρεσερϖεδ βψ τηε ωαϖελετ τρανσφορ , ι.ε., τηε φολλοωινγ
Παρσεϖαλ−τψπε ρελατιον ηολδσ:
Ρ 1





 1 ϕ ξ( ;σ)ϕ
2 δ δσ
σ2 ;ωηιχη, ιν τυρν, ενσυρεσ
τηε ποσσιβιλιτψ οφ ρεχοϖερινγ ξ(τ) φρο  ιτσ ωαϖελετ τρανσφορ . Ιν φαχτ, δυε το τηε ηιγη ρεδυνδανχψ
οφ τηισ τρανσφορ  (νοτε τηατ α φυνχτιον οφ ονε ϖαριαβλε ισ  αππεδ ιντο α βιϖαριατε φυνχτιον),  ανψ
ρεχονστρυχτιον φορ υλασ αρε αϖαιλαβλε. Φορ εξα πλε, ωηεν τηε ωαϖελετ   ισ ρεαλ−ϖαλυεδ, ιτ ισ ποσσιβλε












σηοωινγ τηατ νο ινφορ ατιον ισ λοστ ιφ ωε ρεστριχτ τηε χο πυτατιον οφ τηε τρανσφορ  ονλψ το ποσιτιϖε
ϖαλυεσ οφ τηε σχαλινγ παρα ετερ σ, ωηιχη ισ α υσυαλ ρεθυιρε εντ, ιν πραχτιχε.
Ονε χαν αλσο λι ιτ τηε ιντεγρατιον οϖερ α σελεχτεδ ρανγε οφ σχαλεσ, περφορ ινγ α βανδ−πασσ  λτερινγ
οφ τηε οριγιναλ σεριεσ. Το ουρ κνοωλεδγε, εξχεπτ ιν Αγυιαρ−Χονραρια ετ αλ. (2008) ανδ Αγυιαρ−Χονραρια
ανδ Σοαρεσ (2011β) νοβοδψ ηασ υσεδ τηε ινϖερσιον φορ υλα ασ α βανδ−πασσ  λτερ. Ουρ εξπεριενχε
τελλ υσ τηατ νοτ  υχη ισ γαινεδ ωηεν χο παρεδ το τηε  ορε χο  ον βανδ−πασσ  λτερσ, συχη ασ τηε
Βαξτερ ανδ Κινγ (1999) ανδ Χηριστιανο ανδ Φιτζγεραλδ (2003)  λτερσ.
2.6  αϖελετ Ποωερ Σπεχτρυ  ανδ  αϖελετ Πηασε
Ιν αναλογψ ωιτη τηε τερ ινολογψ υσεδ ιν τηε Φουριερ χασε, τηε (λοχαλ) ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ  (σο ε−
τι εσ χαλλεδ σχαλογρα  ορ ωαϖελετ περιοδογρα ) ισ δε νεδ ασ
( ΠΣ)ξ( ;σ) = ϕ ξ( ;σ)ϕ
2 : (8)
Τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ   αψ βε αϖεραγεδ οϖερ τι ε φορ χο παρισον ωιτη χλασσιχαλ σπεχτραλ





2 δ : (9)
 ηεν τηε ωαϖελετ   ισ χο πλεξ−ϖαλυεδ, τηε χορρεσπονδινγ ωαϖελετ τρανσφορ   ξ( ;σ) ισ αλσο χο πλεξ−
8 ηεν τηε ωαϖελετ   ισ ι πλιχιτ φρο  τηε χοντεξτ, ωε αββρεϖιατε τηε νοτατιον ανδ σι πλψ ωριτε  ξ φορ  ξ; .
8ϖαλυεδ. Ιν τηισ χασε, τηε τρανσφορ  χαν βε σεπαρατεδ ιντο ιτσ ρεαλ παρτ, <φ ξ( ;σ)γ, ανδ ι αγιναρψ
παρτ, =φ ξ( ;σ)γ, ορ ιν ιτσ α πλιτυδε, ϕ ξ( ;σ)ϕ, ανδ πηασε (ορ πηασε−ανγλε),  ξ( ;σ) :  ξ( ;σ) =
ϕ ξ( ;σ)ϕει ξ( ;σ). Τηε πηασε−ανγλε  ξ( ;σ) οφ τηε χο πλεξ νυ βερ  ξ( ;σ) χαν βε οβταινεδ φρο 
τηε φορ υλα:






Φορ ρεαλ−ϖαλυεδ ωαϖελετ φυνχτιονσ, τηε ι αγιναρψ παρτ ισ χονσταντλψ ζερο ανδ τηε πηασε ισ, τηερε−
φορε, υνδε νεδ. Ηενχε, ιν ορδερ το σεπαρατε τηε πηασε ανδ α πλιτυδε ινφορ ατιον οφ α τι ε σεριεσ, ιτ
ισ ι πορταντ το  ακε υσε οφ χο πλεξ ωαϖελετσ. Ιν τηισ χασε, ιτ ισ χονϖενιεντ το χηοοσε α ωαϖελετ  (τ)
ωηοσε Φουριερ τρανσφορ  ισ συππορτεδ ον τηε ποσιτιϖε ρεαλ−αξισ ονλψ, ι.ε. ισ συχη τηατ  (!) = 0 φορ
! < 0: Α ωαϖελετ σατισφψινγ τηισ προπερτψ ισ χαλλεδ αναλψτιχ ορ προγρεσσιϖε.  ηεν   ισ αναλψτιχ ανδ
ξ(τ) ισ ρεαλ, ρεχονστρυχτιον φορ υλασ ινϖολϖινγ ονλψ ποσιτιϖε ϖαλυεσ οφ τηε σχαλε παρα ετερ σ αρε στιλλ




! δ!; τηεν ονε
χαν υσε τηε φολλοωινγ ρεχονστρυχτιον φορ υλα, κνοων ασ τηε Μορλετ φορ υλα, ωηιχη ισ παρτιχυλαρλψ












σεε, ε.γ. Φαργε (1992) ορ Ηολσχηνειδερ (1995).
 ηεν τηε ωαϖελετ   ισ αναλψτιχ, τηε χορρεσπονδινγ ωαϖελετ τρανσφορ  ισ χαλλεδ αν αναλψτιχ ωαϖελετ
τρανσφορ  (Α Τ).
Ρε αρκ 1 Τηρουγηουτ τηε ρεστ οφ τηισ παπερ, ωε ασσυ ε τηατ αλλ τηε ωαϖελετσ χονσιδερεδ αρε αναλψτιχ
ανδ ηενχε, τηατ τηε ωαϖελετ τρανσφορ  ισ χο πυτεδ ονλψ φορ ποσιτιϖε ϖαλυεσ οφ τηε σχαλινγ παρα ετερ σ.
Φορ τηισ ρεασον, ιν αλλ τηε φορ υλασ τηατ ωουλδ νορ αλλψ ινϖολϖε τηε θυαντιτψ ϕσϕ, τηισ ωιλλ βε ρεπλαχεδ
βψ σ.
2.7 Λοχαλιζατιον Προπερτιεσ
Τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ πρινχιπλε ωασ δεριϖεδ ιν θυαντυ   εχηανιχσ. Ιτ βασιχαλλψ στατεδ τηατ
χερταιν παιρσ οφ πηψσιχαλ προπερτιεσ, συχη ασ ποσιτιον ανδ  ο εντυ , χαννοτ βε σι υλτανεουσλψ
κνοων το αρβιτραριλψ ηιγη πρεχισιον: Τηε  ορε πρεχισελψ ονε προπερτψ ισ  εασυρεδ, τηε λεσσ πρεχισελψ
τηε οτηερ χαν βε  εασυρεδ. Αππλιεδ ιν ουρ χοντεξτ, ιφ ωε ωαντ πρεχισιον ιν τηε φρεθυενχψ ωε ηαϖε
γιϖε υπ σο ε πρεχισιον ιν τι ε. Τηε Φουριερ τρανσφορ  δοεσ τηατ: ιτ ηασ αν εξχελλεντ φρεθυενχψ
λοχαλιζατιον βυτ τηε τι ε ινφορ ατιον ισ λοστ.  ιτη ωαϖελετσ, ινφορ ατιον ον βοτη ισ κεπτ. Ιν τηισ
συβσεχτιον, ωε ωιλλ εξαχτλψ δεσχριβε τηισ τραδε ο .
Ιν ορδερ το δεσχριβε τηε τι ε−φρεθυενχψ λοχαλιζατιον προπερτιεσ οφ τηε Χ Τ, ωε ηαϖε το ασσυ ε
τηατ βοτη τηε ωαϖελετ  (τ) ανδ ιτσ Φουριερ τρανσφορ   (!) αρε ωελλ λοχαλιζεδ φυνχτιονσ. Μορε πρεχισελψ,
9 ε υσε Αρχταν το δενοτε τηε φολλοωινγ εξτενσιον οφ τηε υσυαλ πρινχιπαλ χο πονεντ οφ τηε αρχταν φυνχτιον (ωηοσε






> > > > > > <
> > > > > > :
Αρχταν (
β
α) α > 0;
Αρχταν (
β
α) +   α < 0; β   0;
Αρχταν (
β
α)     α < 0; β < 0;
 =2 α = 0; β   0;
  =2 α = 0; β < 0:
9τηεσε φυνχτιονσ  υστ ηαϖε συ′χιεντ δεχαψ το γυαραντεε τηατ τηε θυαντιτιεσ δε νεδ βελοω αρε αλλ
 νιτε.10  ε δε νε τηε χεντερ ιν τι ε οφ τηε ωαϖελετ   ,  τ; , βψ







ανδ, ασ α  εασυρε οφ χονχεντρατιον οφ   αρουνδ ιτσ χεντερ, ωε τακε τηε στανδαρδ δεϖιατιον ιν τι ε





τ    τ; 
 2 ϕ (τ)ϕ
2 δτ
ο1
2 : Τηε χεντερ ιν φρεθυενχψ,
 !; , ανδ τηε στανδαρδ δεϖιατιον (ορ ραδιυσ) ιν φρεθυενχψ,  !; ; αρε δε νεδ ιν α σι ιλαρ ωαψ:












!    !; 




Τηε θυαντιτιεσ  τ ανδ  τ αρε τηε  εαν ανδ στανδαρδ δεϖιατιον οφ τηε προβαβιλιτψ δενσιτψ φυνχτιον
(π.δ.φ.) δε νεδ βψ ϕ (τ)ϕ2=κ κ2: Τηε σα ε ισ τρυε φορ  !;  ! ανδ ϕ (!)ϕ2=κ κ2: Τηερεφορε, ιτ σηουλδ
νοτ χο ε ασ α συρπρισε τηατ τηε ιντερϖαλ [ τ    τ; τ +  τ] ισ τηε σετ ωηερε  (τ) ατταινσ ιτσ   οστ
σιγνι χαντ  ϖαλυεσ ωηιλστ τηε ιντερϖαλ [ !    !; ! +  !] πλαψσ τηε σα ε ρολε φορ  (!). Τηε ρεχτανγλε
Η  := [ τ    τ; τ +  τ]   [ !    !; ! +  !] (12)
ιν τηε (τ;!) πλανε ισ χαλλεδ τηε Ηεισενβεργ βοξ ορ ωινδοω φορ τηε φυνχτιον  .  ε τηεν σαψ τηατ  
ισ λοχαλιζεδ αρουνδ τηε ποιντ ( τ; !) οφ τηε τι ε−φρεθυενχψ πλανε, ωιτη υνχερταιντψ γιϖεν βψ  τ !:
Ιν ουρ χοντεξτ, τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ πρινχιπλε εσταβλισηεσ τηε φολλοωινγ λοωερ βουνδ:




Ρεχαλλινγ τηατ τηε ωαϖελετ δαυγητερ   ;σ ισ οβταινεδ φρο  ιτσ  οτηερ   βψ α σι πλε τρανσλατιον βψ
  ανδ α σχαλινγ βψ σ, ιτ ισ εασψ το σηοω τηατ τηε χεντερ ανδ ραδιυσ ιν τι ε οφ   ;σ αρε γιϖεν βψ
 τ;  ;σ =   + σ τ ανδ  τ;  ;σ = σ τ ανδ τηατ τηε χεντερ ανδ ραδιυσ ιν φρεθυενχψ οφ   ;σ αρε γιϖεν βψ
 !;  ;σ =
 !
σ ανδ  !;  ;σ =  !
σ . Ιν παρτιχυλαρ, ιφ τηε  οτηερ ωαϖελετ   ισ χεντερεδ ατ τ = 0, ι.ε. ιφ
 τ = 0,12 τηεν τηε ωινδοω ασσοχιατεδ ωιτη   ;σ βεχο εσ














Ιν τηισ χασε, ονε ηασ τηατ  ξ ( ;σ)  
Ρ  +σ τ
  σ τ ξ(τ)  
 ;σ(τ)δτ ανδ, βψ τηε Παρσεϖαλ ρελατιον,  ξ ( ;σ)  
2 
Ρ  !
σ +  !
σ
 !
σ    !
σ
Ξ(!) σ; (!)δ!:
 ε τηυσ χονχλυδε τηατ τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορ   ξ( ;σ) γιϖεσ υσ τε ποραλ ινφορ ατιον
ον ξ(τ) αρουνδ τηε ινσταντ τ( ) =  , ωιτη πρεχισιον σ τ, ανδ φρεθυενχψ ινφορ ατιον αβουτ Ξ(!)
10Τηε πρεχισε ρεθυιρε εντσ αρε τηατ ϕ (τ)ϕ < Χ(1 + ϕτϕ)
 (1+ ) ανδ ϕ (!)ϕ < Χ(1 + ϕ!ϕ)
 (1+ ), φορ Χ < 1,   > 0.
11Ιφ τηε ωαϖελετ   ισ κνοων φρο  τηε χοντεξτ, ωε ωιλλ συππρεσσ τηε ινδεξ   ιν τηε νοτατιον οφ τηε αβοϖε θυαντιτιεσ,
ε.γ. ωε ωιλλ σι πλψ υσε  τ φορ  τ; , ετχ.
12Νοτε τηατ τηισ χαν εασιλψ βε αχηιεϖεδ βψ αν αππροπριατε τρανσλατιον.






ωιτη πρεχισιον  !
σ .
Αλτηουγη τηε αρεα οφ τηε ωινδοωσ αρε χονσταντ (γιϖεν βψ 4 τ !), τηειρ δι ενσιονσ χηανγε αχχορδ−
ινγ το τηε σχαλε; τηε ωινδοωσ στρετχη φορ λαργε ϖαλυεσ οφ σ (βροαδ σχαλεσ σ   λοω φρεθυενχιεσ !σ =  !
σ )
ανδ χο πρεσσ φορ σ αλλ ϖαλυεσ οφ σ ( νε σχαλε   ηιγη φρεθυενχιεσ  !
σ ). Τηισ ισ ωηατ σο ε αυτηορσ
 εαν ωηεν τηεψ σαψ τηατ ονε  αϕορ αδϖανταγε α ορδεδ βψ τηε ωαϖελετ τρανσφορ    ωηεν χο παρεδ
ωιτη τηε  οστ φα ουσ αλτερνατιϖε, τηε σηορτ τι ε ορ ωινδοωεδ Φουριερ τρανσφορ    ισ ιτσ αβιλιτψ
το αδϕυστ το τηε λοχαλ αναλψσισ οφ α τι ε σεριεσ ιν τηε σενσε τηατ τηε λενγτη οφ τηε ωαϖελετσ ϖαριεσ
ενδογενουσλψ: ιτ στρετχηεσ ιντο α λονγ ωαϖελετ φυνχτιον το  εασυρε τηε λοω φρεθυενχψ  οϖε εντσ;
ανδ ιτ χο πρεσσεσ ιντο α σηορτ ωαϖελετ φυνχτιον το  εασυρε τηε ηιγη φρεθυενχψ  οϖε εντσ.
2.8 Σχαλε/Φρεθυενχψ Ρελατιον ανδ Φουριερ Φαχτορ
Στριχτλψ σπεακινγ, τηε ωαϖελετ τρανσφορ  προϖιδεσ υσ α τι ε−σχαλε ρεπρεσεντατιον οφ τηε φυνχτιον βεινγ
αναλψζεδ ανδ νοτ α τι ε−φρεθυενχψ ρεπρεσεντατιον. Φορ υλα (15) ισ χο  ονλψ υσεδ το χονϖερτ σχαλεσ
ιντο φρεθυενχιεσ. Ηοωεϖερ, ωε σηουλδ ηαϖε ιν  ινδ τηατ τηισ ινϖερσε ρελατιον βετωεεν σχαλε ανδ
φρεθυενχψ χορρεσπονδσ το α παρτιχυλαρ ιντερπρετατιον ανδ τηατ τηερε αρε οτηερ  εανινγφυλ ωαψσ οφ
ασσιγνινγ φρεθυενχιεσ το σχαλεσ. Ασ Μεψερσ ετ αλ. (1993) σαψ, ∀φορ α γενεραλ ωαϖελετ, τηε ρελατιον
βετωεεν σχαλε ανδ τηε  ορε χο  ον Φουριερ ωαϖελενγτη ισ νοτ νεχεσσαριλψ στραιγητφορωαρδ; φορ
εξα πλε, σο ε ωαϖελετσ αρε ηιγηλψ ιρρεγυλαρ ωιτηουτ ανψ δο ιναντ περιοδιχ χο πονεντσ. Ιν τηοσε
χασεσ ιτ ισ προβαβλψ α  εανινγλεσσ εξερχισε το  νδ α ρελατιον βετωεεν τηε τωο δισπαρατε  εασυρεσ οφ
διστανχε.∀ Τηισ ασπεχτ, ασ ωε εξπλαιν λατερ,  ακεσ τηε χηοιχε οφ τηε παρτιχυλαρ ωαϖελετ αν ι πορταντ
οπτιον.
Τηερε αρε ατ λεαστ τηρεε δι ερεντ  εανινγφυλ ωαψσ το χονϖερτ σχαλεσ ιντο φρεθυενχιεσ. Ιν Λιλλψ
ανδ Οληεδε (2009), τηε αυτηορσ χονσιδερ, απαρτ φρο  τηε ϖαλυε οφ  !;  γιϖεν βψ (11), ωηιχη τηεψ
χαλλ τηε ενεργψ−φρεθυενχψ, ανδ ωηιχη, φορ χονϖενιενχε, ωε ωιλλ νοω δενοτε βψ !Ε
 , τωο οτηερ σπεχι χ
φρεθυενχιεσ ασσοχιατεδ ωιτη τηε ωαϖελετ: τηε πεακ φρεθυενχψ, !Π
 , δε νεδ ασ τηε φρεθυενχψ ατ ωηιχη
τηε  αγνιτυδε οφ τηε Φουριερ τρανσφορ  οφ  , ϕ (!)ϕ, ισ  αξι ιζεδ, ι.ε. ϕ (!Π
 )ϕ = συπ!2Ρ ϕ (!)ϕ;
11ανδ τηε χεντραλ ινσταντανεουσ φρεθυενχψ, !Ι
 , δε νεδ ασ τηε ϖαλυε τηατ τηε τι ε−ϖαρψινγ ινσταντανεουσ
φρεθυενχψ οφ τηε ωαϖελετ τακεσ ατ ιτσ χεντερ (ηερε ασσυ εδ το βε 0), ι.ε. !Ι
  =   ! (0);ωηερε   !(τ), ισ τηε
τι ε−ϖαρψινγ ινσταντανεουσ φρεθυενχψ οφ τηε ωαϖελετ, δε νεδ βψ   ! (τ) = δ
δτ=φλν (τ)γ: Το εαχη οφ
τηε τηρεε σπεχι χ φρεθυενχιεσ, !Ε
 ;!Π
  ανδ !Ι
  τηεψ ασσοχιατε αν ιντερπρετατιον οφ σχαλε ασ φρεθυενχψ.





ωιτη !  δενοτινγ ανψ οφ τηε τηρεε σπεχι χ φρεθυενχιεσ. Νοτε τηατ !(σ), ασ ωελλ ασ !Ε
 ;!Π
  ανδ !Ι
 , αρε
αλλ ανγυλαρ φρεθυενχιεσ. Ιφ ωε πρεφερ α ρελατιον βετωεεν τηε σχαλε ανδ τηε υσυαλ ∀Φουριερ∀ φρεθυενχψ





Φφ = 2 
!  ισ χαλλεδ Φουριερ φαχτορ οφ τηε ωαϖελετ ανδ ισ υσεδ, ιν τηε προγρα σ, το χονϖερτ σχαλεσ το
περιοδσ.
Το σεε τηατ τηε τηρεε χορρεσπονδενχεσ !(σ) =
! 
σ , !  = !Π
 ;!Ε
 ;!Ι
  αρε αλλ  εανινγφυλ (αλτηουγη
ιν δι ερεντ σενσεσ) ωε ρεφερ τηε ρεαδερ το τηε  εντιονεδ παπερ βψ Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009).
Νατυραλλψ, ιτ ωιλλ βε χονϖενιεντ το χηοοσε α ωαϖελετ ωηοσε ασσοχιατεδ φρεθυενχιεσ !Ε
 ;!Π
  ανδ !Ι
 
ηαϖε αλλ τηε σα ε (ορ, ατ λεαστ, ϖερψ σι ιλαρ) ϖαλυε, σινχε τηισ ωιλλ γιϖε υσ α υνι εδ ϖιεω οφ τηε ρελατιον
βετωεεν φρεθυενχψ ανδ σχαλε.
2.9 Αναλψτιχ  αϖελετσ
Τηε αδ ισσιβιλιτψ χονδιτιον (2) ισ α ϖερψ ωεακ χονδιτιον ανδ, ιν τηεορψ, τηερε αρε ιν νιτελψ  ανψ
ωαϖελετσ. Ιν πραχτιχε, ωηιχη ωαϖελετ το υσε ισ αν ι πορταντ ασπεχτ το βε τακεν ιντο αχχουντ, ανδ ωιλλ
βε διχτατεδ βψ τηε κινδ οφ αππλιχατιον ονε ηασ ιν  ινδ. Το στυδψ τηε σψνχηρονισ  βετωεεν δι ερεντ
τι ε σεριεσ, ιτ ισ ι πορταντ το σελεχτ α ωαϖελετ ωηοσε χορρεσπονδινγ τρανσφορ  χονταινσ ινφορ ατιον
ον βοτη α πλιτυδε ανδ πηασε, ανδ ηενχε, α χο πλεξ−ϖαλυεδ αναλψτιχ ωαϖελετ ισ α νατυραλ χηοιχε.
Ασ στατεδ ιν Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009), τηε αναλψτιχ ωαϖελετ τρανσφορ  (Α Τ) ισ τηε βασισ φορ
τηε ωαϖελετ ριδγε  ετηοδ, ωηιχη ρεχοϖερσ τι ε−ϖαρψινγ εστι ατεσ οφ ινσταντανεουσ α πλιτυδε, πηασε,
ανδ φρεθυενχψ οφ α  οδυλατεδ οσχιλλατορψ σιγναλ φρο  τηε τι ε/σχαλε πλανε ( ελπρατ ετ αλ. 1992 ανδ
Μαλλατ 1998). Ον τηε οτηερ ηανδ, τηε αναλψτιχ ωαϖελετ τρανσφορ  χαν αλσο βε υσεφυλ φορ αππλιχατιον
το ϖερψ τι ε−λοχαλιζεδ στρυχτυρεσ Τυ, Ηωανγ ανδ Ηο (2005). Τηε  ανψ υσεφυλ φεατυρεσ οφ αναλψτιχ
ωαϖελετσ αρε χοϖερεδ ιν  ορε δεπτη βψ Σελεσνιχκ, Βαρανιυκ ανδ Κινσβυρψ (2005); σεε αλσο Οληεδε
ανδ  αλδεν (2002) ανδ Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009).
Ιν τηισ σεχτιον, ωε συ  αριζε σο ε προπερτιεσ τηατ εξπλαιν ωηψ τηε Μορλετ ωαϖελετ ισ τηε  οστ
υσεδ ωαϖελετ ιν πραχτιχε (το ουρ κνοωλεδγε, εϖερψ αππλιχατιον οφ τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορ 
ιν Εχονο ιχσ ηασ υσεδ τηισ χηοιχε).  ε αλσο πρεσεντ α παρτιχυλαρλψ ι πορταντ φα ιλψ οφ αναλψτιχ
ωαϖελετσ, τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ (ΓΜ σ), ωηιχη αρε  ορε  εξιβλε ανδ χαν βε υσεδ ασ
αν αλτερνατιϖε το τηε Μορλετ ωαϖελετ ωηεν ονε πρεφερσ βεττερ τι ε λοχαλιζεδ ορ φρεθυενχψ λοχαλιζεδ
ωαϖελετσ. Τηε ρεσυλτσ οφ τηισ σεχτιον αρε δεριϖεδ φρο  τηε παπερσ βψ Οληεδε ανδ  αλδεν (2002) ανδ
Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009 ανδ 2010).
122.9.1 Μορλετ  αϖελετσ
Τηε Μορλετ ωαϖελετσ αρε α ονε−παρα ετερ φα ιλψ οφ φυνχτιονσ,  ρστ ιντροδυχεδ ιν Γουπιλλαυδ, Γροσσ−
 αν ανδ Μορλετ (1984), ανδ γιϖεν βψ
 !0 (τ) = Κει!0τε  τ2
2 : (18)
Στριχτλψ σπεακινγ, τηε αβοϖε φυνχτιονσ αρε νοτ τρυε ωαϖελετσ, σινχε τηεψ φαιλ το σατισφψ τηε αδ ισσιβιλιτψ
χονδιτιον.13 Φορ  !0(τ) το ηαϖε υνιτ ενεργψ, τηε νορ αλιζινγ χονσταντ Κ  υστ βε χηοσεν ασ
Κ =   1=4; (19)
ωηιχη, φρο  νοω ον, ωε ωιλλ αλωαψσ ασσυ ε το βε τρυε. Τηε Φουριερ τρανσφορ  οφ τηε νορ αλιζεδ
ωαϖελετ ισ γιϖεν βψ
 !0(!) =
π
2 1=4 ε  1
2(! !0)2
(20)
ανδ, ηενχε,  !0(0) =
π
2 1=4 ε !0
2=2 6= 0. Ηοωεϖερ, φορ συ′χιεντλψ λαργε !0, ε.γ. !0 > 5, τηε ϖαλυεσ
οφ  !0(!) φορ !   0 αρε σο σ αλλ τηατ, φορ νυ εριχαλ πυρποσεσ,  !0 χαν βε χονσιδερεδ ασ αν αναλψτιχ
ωαϖελετ; σεε Φουφουλα−Γεοργιου ανδ Κυ αρ (1994).
Τηε Μορλετ ωαϖελετ βεχα ε τηε  οστ ποπυλαρ οφ τηε χο πλεξ ϖαλυεδ ωαϖελετσ  αινλψ βεχαυσε οφ
φουρ ιντερεστινγ προπερτιεσ. Φιρστ, φορ νυ εριχαλ πυρποσεσ, ασ ωε ηαϖε ϕυστ σεεν, ιτ χαν βε τρεατεδ ασ
αν αναλψτιχ ωαϖελετ. Σεχονδ, τηε πεακ φρεθυενχψ, τηε ενεργψ φρεθυενχψ ανδ τηε χεντραλ ινσταντανεουσ








φαχιλιτατινγ τηε χονϖερσιον φρο  σχαλεσ το φρεθυενχιεσ. Υσινγ φορ υλα (17), ανδ φορ τηε  οστ χο  ον
χηοιχε χηοιχε οφ !0 = 6, ωε ηαϖε τηατ φ = 6
2 σ   1
σ: Τηιρδ, τηε Ηεισενβεργ βοξ αρεα ρεαχηεσ ιτσ λοωερ
βουνδ ωιτη τηισ ωαϖελετ, ι.ε. τηε υνχερταιντψ ατταινσ τηε  ινι υ  ποσσιβλε ϖαλυε:  τ; !0 !; !0 =
1
2: Ιν τηισ σενσε, τηε Μορλετ ωαϖελετ ηασ οπτι αλ ϕοιντ τι ε−φρεθυενχψ χονχεντρατιον. Φιναλλψ, τηε
τι ε ραδιυσ ανδ τηε φρεθυενχψ ραδιυσ αρε εθυαλ,  τ; !0 =  !; !0 = 1 π
2;ανδ, τηερεφορε, τηισ ωαϖελετ
ρεπρεσεντσ τηε βεστ χο προ ισε βετωεεν τι ε ανδ φρεθυενχψ χονχεντρατιον. Το ουρ κνοωλεδγε, ατ
λεαστ ιν εχονο ιχσ, εϖερψ παπερ υσεσ σο ε ϖαλυε οφ !0 2 [5;6]:
2.9.2 Γενεραλιζεδ Μορσε  αϖελετσ
Ιν σπιτε οφ ιτσ υσεφυλνεσσ, τηε Μορλετ ωαϖελετ ισ νοτ ϖερψ ϖερσατιλε, βεχαυσε ιτ δεπενδσ ον ϕυστ ονε
παρα ετερ. Ιφ ονε ισ ιντερεστεδ ιν ηαϖινγ α βεττερ λοχαλιζατιον ιν φρεθυενχψ (ορ ιν τι ε) ονε χαννοτ
αδϕυστ τηε Μορλετ ωαϖελετ. Ον τηε οτηερ ηανδ, ιτ ισ θυιτε χο  ον το ηαϖε ρεφερεε ρεπορτσ ασκινγ
φορ τηε ροβυστνεσσ οφ τηε ρεσυλτσ το τηε χηοιχε οφ τηε Μορλετ ωαϖελετ (εϖεν ιφ ψου αρε ϖερψ χαρεφυλ ατ
εξπλαινινγ τηε οπτι αλ χηαραχτεριστιχσ οφ τηε Μορλετ ωαϖελετ).
Φιναλλψ, αλτηουγη ιτ ισ τρυε τηατ τηε Μορλετ ωαϖελετ ηασ οπτι αλ ϕοιντ τι ε−φρεθυενχψ χονχεντρατιον
ιν τηε Ηεισενβεργ σενσε, ιτ ισ αλσο τρυε τηατ οτηερ χριτερια αρε αϖαιλαβλε.  Τηε ωηολε σετ οφ γενεραλιζεδ










13Μορσε ωαϖελετσ αρε οπτι αλλψ λοχαλιζεδ ιν τηατ τηεψ  αξι ιζε τηε ειγενϖαλυεσ οφ α ϕοιντ τι ε−φρεθυενχψ
λοχαλιζατιον οπερατορ (:::) ανδ ινδεεδ τηισ ισ τηε ωαψ τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ ωερε ινιτιαλλψ
χονστρυχτεδ.∀   ιν Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009).
Τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ (ΓΜ σ) αρε α τωο−παρα ετερ φα ιλψ οφ ωαϖελετσ, δε νεδ, ιν τηε
φρεθυενχψ δο αιν, βψ
  ; (!) = Κ ;  Η(!)! ε ! 
(22)
ωηερε Κ ;  ισ α νορ αλιζινγ χονσταντ ανδ Η(!) ισ τηε Ηεαϖισιδε υνιτ στεπ φυνχτιον.
Το βε α ϖαλιδ ωαϖελετ, ονε  υστ ηαϖε   > 0 ανδ   > 0. Βψ ϖαρψινγ τηεσε τωο παρα ετερσ, τηε
γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ χαν βε γιϖεν α βροαδ ρανγε οφ χηαραχτεριστιχσ ωηιλε ρε αινινγ εξαχτλψ
αναλψτιχ. Ιν φαχτ, τηεσε ωαϖελετσ φορ  α ϖερψ ωιδε φα ιλψ τηατ συβσυ εσ  ανψ οτηερ τψπεσ οφ ωαϖελετσ.
Λιλλψ ανδ Οληεδε σηοωεδ τηατ τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ ενχο πασσ τωο οτηερ ποπυλαρ φα ιλιεσ
οφ αναλψτιχ ωαϖελετσ: τηε Χαυχηψ ορ Κλαυδερ ωαϖελετ φα ιλψ (φορ   = 1), τηε Παυλ ωαϖελετσ (ωηιχη
χορρεσπονδ το τηε χασε   = 1 ανδ   2 Ν) ανδ τηε αναλψτιχ   εριϖατιϖε οφ Γαυσσιαν∀ ( ΟΓ) ωαϖελετσ
(φορ   = 2).
Υνφορτυνατελψ, χοντραρψ το τηε Μορλετ χασε, φορ τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ, ωε δο νοτ ηαϖε
α σινγλε ωαψ το χονϖερτ σχαλεσ ιντο φρεθυενχιεσ. Τηισ ισ σο βεχαυσε τηε πεακ φρεθυενχψ, !Π





; ισ δι ερεντ φρο  τηε ενεργψ φρεθυενχψ, !Ε







  ); ωηιχη ισ δι ερεντ φρο  τηε
χεντραλ ινσταντανεουσ φρεθυενχψ, !Ι






  ) = 21= !Ε
 =2; : Φορ τηε εχονο ιστ, υσεδ το τηινκ αβουτ
φρεθυενχιεσ, τηισ ισ αν οβϖιουσ δισαδϖανταγε οφ τηισ φα ιλψ οφ ωαϖελετσ.
2.9.3 Μεασυρεσ φορ τηε Μορλετ ανδ τηε Γενεραλιζεδ Μορσε  αϖελετσ
Α ταβλε ωιτη τηε λοχαλιζατιον  εασυρεσ (τι ε−ραδιυσ, φρεθυενχψ−ραδιυσ ανδ Ηεισενβεργ αρεα) φορ ΓΜ 
  ; , φορ σο ε ϖαλυεσ οφ   ανδ   ισ γιϖεν βελοω. Ιν τηε λαστ ροω, ωε αλσο ινδιχατε τηε  εασυρεσ φορ
τηε Μορλετ ωαϖελετ.14
Ασ ωε ηαϖε σαιδ βεφορε, ιν εχονο ιχσ εϖερψ σινγλε αππλιχατιον οφ τηε Χ Τ τηατ ωε κνοω οφ
υσεσ τηε Μορλετ ωιτη !0 2 [5;6]: Ανδ τηερε αρε γοοδ ρεασονσ φορ τηισ χηοιχε, ασ ωε χαν ιν Ταβλε 1.
Ηοωεϖερ, ιφ φορ α παρτιχυλαρ αππλιχατιον τηε ρεσεαρχηερ νεεδσ το ηαϖε α βεττερ φρεθυενχψ λοχαλιζατιον,
τηεν τηε ΓΜ  προϖιδεσ α γοοδ αλτερνατιϖε, βεχαυσε ιτ ισ  εξιβλε ωηιλε ρε αινινγ εξαχτλψ αναλψτιχ.
Φορ εξα πλε, φορ   = 10 ανδ   = 10 τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ (0:529) ισ χλοσε το ιτσ λοωερ βουνδ
ανδ τηε φρεθυενχψ αχχυραχψ ισ ϖερψ γοοδ:  φ = 0:075 (ωιτη  τ = 7:1): Ιφ ινστεαδ τηε ρεσεαρχηερ ωαντσ
α ϖερψ ωελλ τι ε λοχαλιζεδ ωαϖελετ, τηεν, ωιτη   = 10 ανδ   = 1=2; ονε ωουλδ ηαϖε γοοδ λοχαλιζατιον
ιν τι ε,  τ = 0:004; βαδ λοχαλιζατιον ιν φρεθυενχψ,  φ = 140; ανδ τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ, 0.54,
ισ νοτ φαρ φρο  ιτσ λοωερ βουνδ.
Τηε βεστ χο προ ισε ισ αχηιεϖεδ βψ τηε Μορλετ ωαϖελετ, ηοωεϖερ ιφ ονε ωαντσ το εξπλορε τηε
τραδε ο  βετωεεν τι ε ανδ φρεθυενχψ πρεχισιον τηεν, προβαβλψ, τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ αρε
τηε βεστ ωαϖελετ φυνχτιον αϖαιλαβλε.
14Ιν ουρ τοολβοξ ωε προϖιδε α χοδε τηατ αλλοωσ τηε ρεσεαρχηερ το χο πυτε τηεσε  εασυρεσ φορ ανψ χο βινατιον οφ  
ανδ  : Τηε φορ υλασ φορ τηε ραδιυσ ιν τι ε ανδ ιν φρεθυενχψ, νεεδεδ το χο πυτε τηε Ηεισενβεργ υνχερταιντψ, αρε γιϖεν
ιν Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009). Τηε σα ε χοδε  αψ βε υσεδ το χαλχυλατε !
Π
 ; , !
Ε
 ; , !
Ι
 ; .
14Ταβλε 1: Μεασυρεσ φορ σο ε  ε βερσ οφ τηε φα ιλλψ οφ γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ
3 Χροσσ− αϖελετ Αναλψσισ
Ιν  ανψ αππλιχατιονσ, ονε ισ ιντερεστεδ ιν δετεχτινγ ανδ θυαντιφψινγ ρελατιονσηιπσ βετωεεν τωο
νον−στατιοναρψ τι ε σεριεσ. Τηε χονχεπτσ οφ χροσσ−ωαϖελετ ποωερ, ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ ωαϖελετ
πηασε−δι ερενχε αρε νατυραλ γενεραλιζατιονσ οφ τηε βασιχ ωαϖελετ αναλψσισ τοολσ τηατ εναβλε υσ το
αππροπριατελψ δεαλ ωιτη τηε τι ε−φρεθυενχψ δεπενδενχιεσ βετωεεν τωο τι ε σεριεσ.
Ρε αρκ 2 Φρο  νοω ον, αλλ τηε θυαντιτιεσ ωε αρε γοινγ το ιντροδυχε (ε.γ. χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορ ,
ωαϖελετ χοηερενχψ, ετχ.) αρε φυνχτιονσ οφ τι ε ανδ σχαλε (ορ φρεθυενχψ). Ιν ορδερ το σι πλιφψ τηε
νοτατιον, ωε ωιλλ δεσχριβε τηεσε θυαντιτιεσ φορ α σπεχι χ ϖαλυε οφ τηε αργυ εντ ( ;σ) ανδ τηισ ϖαλυε
οφ τηε αργυ εντ ωιλλ, υνλεσσ στριχτλψ νεχεσσαρψ, βε ο ιττεδ ιν τηε φορ υλασ.
3.1 Χροσσ− αϖελετ Τρανσφορ  ανδ Χροσσ− αϖελετ Ποωερ
Τηε χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορ  (Ξ Τ) οφ τωο τι ε σεριεσ, ξ(τ) ανδ ψ(τ),  ρστ ιντροδυχεδ βψ Ηυδγινσ,
Φριεηε ανδ Μαψερ (1993), ισ σι πλψ δε νεδ ασ
 ξψ =  ξ  
ψ; (23)
15ωηερε  ξ ανδ  ψ αρε τηε ωαϖελετ τρανσφορ σ οφ ξ ανδ ψ, ρεσπεχτιϖελψ.15 Τηε χροσσ−ωαϖελετ ποωερ ισ
(Ξ Π)ξψ = ϕ ξψϕ: (24)
 ηιλε ωε χαν ιντερπρετ τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ  ασ δεπιχτινγ τηε λοχαλ ϖαριανχε οφ α τι ε σεριεσ,
τηε χροσσ−ωαϖελετ ποωερ οφ τωο τι ε σεριεσ δεπιχτσ τηε λοχαλ χοϖαριανχε βετωεεν τηεσε τι ε σεριεσ ατ
εαχη τι ε ανδ φρεθυενχψ. Τηερεφορε, τηε χροσσ−ωαϖελετ ποωερ γιϖεσ υσ α θυαντι εδ ινδιχατιον οφ τηε
σι ιλαριτψ οφ ποωερ βετωεεν τωο τι ε σεριεσ.
3.2 Χο πλεξ  αϖελετ Χοηερενχψ
Ιν αναλογψ ωιτη τηε χονχεπτ οφ χοηερενχψ υσεδ ιν Φουριερ αναλψσισ, γιϖεν τωο τι ε σεριεσ ξ(τ) ανδ
ψ(τ) ονε χαν δε νε τηειρ χο πλεξ ωαϖελετ χοηερενχψ %ξψ βψ:
%ξψ =
Σ ( ξψ)
[Σ (ϕ ξϕ2)Σ (ϕ ψϕ2)]
1=2; (25)
ωηερε Σ δενοτεσ α σ οοτηινγ οπερατορ ιν βοτη τι ε ανδ σχαλε; σ οοτηινγ ισ νεχεσσαρψ, βεχαυσε,
οτηερωισε, χοηερενχψ ωουλδ βε ιδεντιχαλλψ ονε ατ αλλ σχαλεσ ανδ τι εσ.16 Τι ε ανδ σχαλε σ οοτηινγ
χαν βε αχηιεϖεδ βψ χονϖολυτιον ωιτη αππροπριατε ωινδοωσ; σεε Χαζελλεσ, Χηαϖεζ, δε Μαγνψ, Γυγαν
ανδ Ηαλεσ (2007) ορ Γρινστεδ, Μοορε ανδ ϑεϖρεϕεϖα (2004), φορ δεταιλσ.
3.3  αϖελετ Χοηερενχψ ανδ Πηασε− ι ερενχε




 ει ξψ: Τηε αβσολυτε
ϖαλυε οφ τηε χο πλεξ ωαϖελετ χοηερενχψ ισ χαλλεδ τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ ισ δενοτεδ βψ Ρξψ, ι.ε.
Ρξψ =
ϕΣ ( ξψ)ϕ
[Σ (ϕ ξϕ2)Σ (ϕ ψϕ2)]
1=2; (26)
ωιτη 0   Ρξψ( ;σ)   1:17 Τηε ανγλε  ξψ οφ τηε χο πλεξ χοηερενχψ ισ χαλλεδ τηε πηασε−δι ερενχε
(πηασε λεαδ οφ ξ οϖερ ψ), ι.ε.











: Ιν τηισ χασε, ονε ηασ  ξψ =
 ξ    ψ;18 ηενχε τηε να ε πηασε−δι ερενχε. Τηε αδϖανταγε οφ τηισ δε νιτιον ισ τηατ βεχαυσε τηε
πηασε−δι ερενχε ισ νοτ α εχτεδ βψ τηε σ οοτηινγ χηοιχε, ιτ ισ φυλλψ χονσιστεντ ωιτη τηε ινδιϖιδυαλ
πηασεσ.
Α πηασε−δι ερενχε οφ ζερο ινδιχατεσ τηατ τηε τι ε σεριεσ  οϖε τογετηερ ατ τηε σπεχι εδ τι ε−
φρεθυενχψ; ιφ  ξψ 2 (0;  
2), τηεν τηε σεριεσ  οϖε ιν πηασε, βυτ τηε τι ε σεριεσ ξ λεαδσ ψ; ιφ  ξψ 2 (  
2;0),
τηεν ιτ ισ ψ τηατ ισ λεαδινγ; α πηασε−δι ερενχε οφ   (ορ   ) ινδιχατεσ αν αντι−πηασε ρελατιον; ιφ
15 ηεν ψ = ξ, ωε οβταιν τηε  αϖελετ Ποωερ Σπεχτρυ   ξξ = ϕ ξϕ
2 = ( ΠΣ)ξ:
16Τηε σα ε ηαππενσ ωιτη τηε Φουριερ χοηερενχψ.
17Ατ ποιντσ ( ;σ) φορ ωηιχη Σ
 




ϕ ψ ( ;σ)ϕ
2 
= 0 ωε δε νε Ρξψ( ;σ) = 0:
18Το βε  ορε πρεχισε, τηε αβοϖε ρελατιον ηολδσ αφτερ ωε χονϖερτ  ξ    ψ ιντο αν ανγλε ιν τηε ιντερϖαλ [  ; ].
16Φιγυρε 4: Πηασε−δι ερενχε χιρχλε
 ξψ 2 ( 
2; ), τηεν ψ ισ λεαδινγ; τι ε σεριεσ ξ ισ λεαδινγ ιφ  ξψ 2 (  ;  
2). Τηισ ισ ιλλυστρατεδ ιν
Φιγυρε 4.
Ονε χαν εασιλψ χονϖερτ τηε πηασε−δι ερενχε ιντο τηε ινσταντανεουσ τι ε−λαγ βετωεεν τηε τωο τι ε
σεριεσ ξ ανδ ψ:




ωηερε !(σ) ισ τηε ανγυλαρ φρεθυενχψ τηατ χορρεσπονδσ το τηε σχαλε σ.
3.4 Εξα πλε 2: Τηε Χροσσ− αϖελετ ανδ τηε Πηασε− ι ερενχε
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σεε Φιγυρε 5 (α). Λοοκινγ ατ τηε φορ υλασ, ιτ ισ χλεαρ τηατ ξτ ανδ ψτ σηαρε 3−ψεαρ ανδ 6−ψεαρ χψχλεσ.
Ηοωεϖερ, ηοω τηειρ χψχλεσ ρελατε το εαχη οτηερ εϖολϖεσ ωιτη τι ε ανδ ισ δι ερεντ αχροσσ φρεθυενχιεσ.
Χονσιδερ τηε σηορτερ περιοδ χψχλε, τηε 3−ψεαρ χψχλε. Τηε χψχλεσ αρε ποσιτιϖελψ χορρελατεδ. Φορ τηε
 ρστ ηαλφ οφ τηε σα πλε, τηε ψτ χψχλε πρεχεδεσ τηε ξτ χψχλε βψ 5  οντησ; ιν τηε σεχονδ ηαλφ οφ τηε
σα πλε τηε ψτ χψχλε λαγσ τηε ξτ χψχλε.
Τηεσε φεατυρεσ αρε χαπτυρεδ ιν Φιγυρε 5 (β)−(δ). Ον τηε λεφτ, ωε ηαϖε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ. Ον
τηε ριγητ ωε ηαϖε τηε πηασεσ ανδ πηασε−δι ερενχε χο πυτεδ φορ τωο δι ερεντ φρεθυενχψ βανδσ. Ον
τηε τοπ, ωε χο πυτε τηε πηασεσ φορ τηε 2:5   3:5 ψεαρ φρεθυενχψ βανδ. Ιν τηε βοττο , ωε χονσιδερ
τηε 5   7 ψεαρ φρεθυενχψ βανδ. Τηε γρεεν λινε ρεπρεσεντσ τηε ψτ πηασε ανδ τηε βλυε ρεπρεσεντσ τηε
ξτ πηασε. Τηε ρεδ λινε ρεπρεσεντσ τηε πηασε−δι ερενχε βετωεεν ψτ ανδ ξτ.
Τηατ βοτη σεριεσ ηαϖε χο  ον ανδ ηιγηλψ χορρελατεδ 3−ψεαρ ανδ 6−ψεαρ χψχλεσ ισ ρεϖεαλεδ βψ
17Φιγυρε 5: (α) ξτ (βλυε λινε) γιϖεν βψ Εθ.(29) ανδ ψτ (ρεδ λινε) γιϖεν βψ Εθ.(30). (β)  αϖελετ χοηερενχψ −
τηε χονε οφ ιν υενχε ισ σηοων ωιτη α τηιχκ βλαχκ λινε. Χοηερενχψ ρανγεσ φορ  βλυε (λοω χοηερενχψ) το ρεδ
(ηιγη χοηερενχψ). (χ) − (δ) Πηασεσ ανδ πηασε−δι ερενχε. Τηε γρεεν λινε ρεπρεσεντσ τηε ψτ πηασε, τηε βλυε λινε
τηε ξτ πηασε ανδ τηε ρεδ λινε ρεπρεσεντσ τηε πηασε−δι ερενχε βετωεεν ψτ ανδ ξτ; (χ) ισ φορ τηε 2:5   3:5 ψεαρ
φρεθυενχψ βανδ ανδ (δ) φορ τηε 5   7 ψεαρ φρεθυενχψ βανδ.
τηε ρεγιονσ οφ στρονγ χοηερενχψ αρουνδ τηοσε φρεθυενχιεσ. Τηατ τηε 3−ψεαρ χψχλεσ αρε ιν πηασε
(ποσιτιϖελψ χορρελατεδ) ισ ρεϖεαλεδ βψ τηε πηασε−δι ερενχε (ρεδ λινε ιν τηε υππερ ριγητ γραπη), ωηιχη
ισ χονσιστεντλψ σιτυατεδ βετωεεν   =2 ανδ  =2: Φιναλλψ, ωε χαν σεε τηατ τηε 3−ψεαρ ψτ χψχλε ωασ
λεαδινγ φορ τηε  ρστ ηαλφ οφ τηε τι ε ανδ λαγγινγ ιν τηε σεχονδ ηαλφ, βψ νοτινγ τηατ ιν τηε  ρστ ηαλφ
οφ τηε σα πλε τηε πηασε−δι ερενχε ισ βετωεεν ζερο ανδ  =2; ωηιλε ιν τηε σεχονδ ηαλφ ιτ ισ βετωεεν
  =2 ανδ ζερο.
Λοοκινγ ατ τηε 6−ψεαρ χψχλε, ωε οβσερϖε τηατ τηε σεριεσ αρε ουτ οφ πηασε (νεγατιϖελψ χορρελατεδ)
ωιτη ξτ λεαδινγ ιν τηε  ρστ ηαλφ ανδ ψτ λεαδινγ ιν τηε σεχονδ ηαλφ οφ τηε σα πλε.
Ιν τηισ εξα πλε, ωε οβσερϖε τηατ νοτ ονλψ τηε ωαϖελετσ αρε αδεθυατε το χαπτυρε στρυχτυραλ βρεακσ
ανδ τρανσιεντ ρελατιονσ, βυτ τηατ τηεψ χαν αλσο διστινγυιση βετωεεν δι ερεντ ρελατιονσ τηατ οχχυρ ατ
τηε σα ε τι ε βυτ ατ διστινχτ φρεθυενχιεσ.
184 Ηιγηερ Ορδερ Χοηερενχιεσ: Παρτιαλ ανδ Μυλτιπλε Χοηερενχιεσ
 ηεν  ορε τηαν τωο σεριεσ αρε γιϖεν ανδ ωηεν τηε ποωερ ιν ονε οφ τηε  ισ το βε δετερ ινεδ ορ
ωηεν τηε ασσοχιατιον βετωεεν τωο οφ τηε  ισ το βε ασσεσσεδ, ιτ ισ οφτεν ι πορταντ το αχχουντ φορ τηε
ιντεραχτιον ωιτη τηε οτηερ σεριεσ. Ιν τηισ χοντεξτ, ανδ ιν αναλογψ ωιτη τηε Φουριερ σπεχτραλ χασε, ιτ
 ακεσ σενσε το ιντροδυχε τηε χονχεπτσ οφ ωαϖελετ  υλτιπλε χοηερενχψ ανδ ωαϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ.
Ασ στατεδ βψ Πριεστλεψ (1992, π.681): ∀(...) τηε ωηολε  αππαρατυσ  οφ  υλτιϖαριατε λινεαρ ρεγρεσσιον
τηεορψ χαν βε τακεν οϖερ (αλ οστ υνχηανγεδ) ανδ αππλιεδ το τηε στυδψ οφ  υλτιϖαριατε σπεχτραλ
ρελατιονσηιπσ. Ιν παρτιχυλαρ, τηε ιδεασ οφ   υλτιπλε χορρελατιον  ανδ  παρτιαλ χορρελατιον  (...) ηαϖε
ι  εδιατε αναλογυεσ ιν τηε φρεθυενχψ δο αιν, ωηερε τηεψ βεχο ε   υλτιπλε χοηερενχψ  ανδ  παρτιαλ
χοηερενχψ .∀
Τηε χονχεπτσ οφ  υλτιπλε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ αρε σι πλε γενεραλ−
ιζατιονσ οφ τηε χορρεσπονδινγ χονχεπτσ οφ (Φουριερ)  υλτιπλε χοηερενχψ ανδ παρτιαλ χοηερενχψ το τηε
τι ε−φρεθυενχψ πλανε. Τηε φορ υλασ υσεδ το χο πυτε τηεσε θυαντιτιεσ αρε, τηερεφορε, στρονγλψ βασεδ
ον τηε χορρεσπονδινγ φορ υλασ οφ  υλτιπλε χορρελατιον ανδ παρτιαλ χορρελατιον.
4.1 Νοτατιονσ
Λετ π (π > 2) τι ε σεριεσ ξ1;ξ2;:::;ξπ, ωιτη ξι = φξιν;ν = 0;:::;Τ   1γ; βε γιϖεν. ϑυστ ασ ιν
τηε χασε οφ ορδιναρψ ωαϖελετ χοηερενχψ, το χο πυτε  υλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ ιτ ισ
νεχεσσαρψ το περφορ  α σ οοτηινγ οπερατιον ον τηε χροσσ−σπεχτρα.  ε ωιλλ δενοτε βψ Σιϕ τηε σ οοτηεδ
ϖερσιον οφ  ιϕ, ι.ε.
Σιϕ = Σ ( ιϕ); (31)
ωηερε Σ ισ α χερταιν σ οοτηινγ οπερατορ.
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Τηε αβοϖε  ατριξ δεπενδσ ον τηε σπεχι χ ϖαλυε ( ;σ) ατ ωηιχη τηε σπεχτρα αρε βεινγ χο πυτεδ.
Αλσο νοτε τηατ τηε  ατριξ S ισ αν Ηερ ιτιαν  ατριξ, ι.ε. S = S Η ωιτη τηε σψ βολ Η δενοτινγ
χονϕυγατε τρανσποσε; ιν φαχτ, ωε ηαϖε Σιϕ = Σ 
ϕι, φορ αλλ ι 6= ϕ ανδ Σιι = Σ
 
ϕ ιϕ2 
ισ α ρεαλ (ποσιτιϖε)
νυ βερ φορ αλλ ι.
Φιναλλψ, φορ α γιϖεν  ατριξ Α, ωε δενοτε βψ Αδ
ιϕ τηε χοφαχτορ οφ τηε ελε εντ ιν ποσιτιον (ι;ϕ) οφ
Α, ι.ε.
Αδ





ι δενοτεσ τηε συβ− ατριξ οβταινεδ φρο  Α βψ δελετινγ ιτσ ιτη ροω ανδ ϕτη χολυ ν. Φορ
χο πλετενεσσ, ωε αλσο υσε τηε νοτατιον Αδ := δετΑ.
194.2 Μυλτιπλε  αϖελετ Χοηερενχψ
Τηε σθυαρεδ  υλτιπλε ωαϖελετ χοηερενχψ βετωεεν τηε σεριεσ ξ1 ανδ αλλ τηε οτηερ σεριεσ ξ2;:::;ξπ ωιλλ
βε δενοτεδ βψ Ρ2
1(23:::π) ανδ ισ γιϖεν βψ τηε φορ υλα
Ρ2





Τηε  υλτιπλε ωαϖελετ χοηερενχψ Ρ1(23:::π) ισ δε νεδ ασ τηε ποσιτιϖε σθυαρε ροοτ οφ τηε αβοϖε
θυαντιτψ.  ε ωιλλ αλσο υσε τηε σηορτερ νοτατιον Ρ2
1(θ) φορ Ρ2
1(2:::π) ι.ε. ωε ωιλλ σι πλψ ωριτε θ το
δεσιγνατε αλλ τηε σεριεσ ινδεξεσ εξχεπτ τηε ινδεξ 1.
4.3 Παρτιαλ  αϖελετ Χοηερενχψ
Τηε χο πλεξ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ οφ ξ1 ανδ ξϕ (2   ϕ   π) αλλοωινγ φορ αλλ τηε οτηερ σεριεσ ωιλλ
βε δενοτεδ βψ %1ϕ:θϕ ανδ ισ γιϖεν βψ







ωηερε θϕ ισ α σηορτ νοτατιον φορ αλλ τηε ινδεξεσ ιν θ εξχλυδινγ τηε ινδεξ ϕ, ι.ε. θϕ = φ2;:::;πγνφϕγ.
Τηε παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ οφ ξ1 ανδ ξϕ αλλοωινγ φορ αλλ τηε οτηερ σεριεσ, δενοτεδ βψ ρ1ϕ:θϕ, ισ


















4.4 Φορ υλασ ιν Τερ σ οφ Σι πλε (Χο πλεξ) Χοηερενχιεσ
Τηε αβοϖε φορ υλασ φορ τηε  υλτιπλε ανδ παρτιαλ χοηερενχιεσ ωερε γιϖεν ιν τερ σ οφ τηε σ οοτηεδ
σπεχτρα Σιϕ.  ε χαν αλσο δε νε τηεσε χοηερενχιεσ ιν τερ σ οφ σι πλε χο πλεξ χοηερενχιεσ (ι.ε. ωαϖελετ
χο πλεξ χοηερενχιεσ βετωεεν παιρσ οφ σεριεσ).
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Σ(ϕ ϕϕ2) = 1: Ασ S, τηε  ατριξ C ισ αλσο αν Ηερ ιτιαν  ατριξ,
ι.ε. %ιϕ = % 
ϕι.
20Τηεν, ωε χαν δε νε τηε  υλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ βψ τηε φολλοωινγ αλτερνατιϖε
φορ υλασ:
Ρ2





















Τηε προοφ οφ τηε αβοϖε ρεσυλτσ ισ αν αππλιχατιον οφ τηε  υλτιλινεαρ χηαραχτερ οφ α δετερ ιναντ;
ωε ιλλυστρατε τηε ρεσυλτ φορ τηε χασε οφ τηε σθυαρεδ  υλτιπλε χοηερενχψ ιν Αππενδιξ Α.
4.5 Εξπρεσσιον οφ Μυλτιπλε Χοηερενχψ ιν Τερ σ οφ Παρτιαλ Χοηερενχιεσ
Τηε σθυαρεδ  υλτιπλε χοηερενχψ χαν βε εξπρεσσεδ ιν τερ σ οφ σθυαρεδ παρτιαλ χοηερενχιεσ, βψ υσινγ
τηε φολλοωινγ φορ υλα:
1   Ρ2
1(2:::π) = (1   ρ2
12)(1   ρ2
13:2):::(1   ρ2
1π:23:::(π 1)): (41)
Τηε προοφ οφ τηε αβοϖε ρεσυλτ ισ γιϖεν ιν Αππενδιξ Α.
4.6 Παρτιαλ Πηασε− ι ερενχε
Ηαϖινγ δε νεδ τηε χο πλεξ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ %1ϕ:θϕ βετωεεν τηε σεριεσ ξ1 ανδ τηε σεριεσ
ξϕ, αφτερ ρε οϖινγ τηε ιν υενχε οφ αλλ τηε ρε αινινγ σεριεσ, ωε νοω δε νε τηε παρτιαλ πηασε−δελαψ
(πηασε−δι ερενχε) οφ ξ1 οϖερ ξϕ, γιϖεν αλλ τηε οτηερ σεριεσ, ασ τηε ανγλε οφ %1ϕ:θϕ.  ε ωιλλ δενοτε
τηισ πηασε−δι ερενχε βψ  1ϕ:θϕ, ι.ε.






4.7 Φορ υλασ Φορ Τηρεε ςαριαβλεσ
Λετ υσ ιλλυστρατε τηε υσε οφ τηε αβοϖε φορ υλασ φορ τηε χασε ωηερε ωε ϕυστ ηαϖε τηρεε σεριεσ ξ1, ξ2





13   2<(%12 %23 % 
13)
1   Ρ2
23
(43)
Φορ τηε χο πλεξ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ %12:3, φορ υλα (39) γιϖεσ
%12:3 =
%12   %13% 
23 π
(1   Ρ2
13)(1   Ρ2
23)
(44)
214.8 Εξα πλε 3: Παρτιαλ Χοηερενχψ ανδ Πηασε− ι ερενχε
































Φιγυρε 6: (α)  αϖελετ χοηερενχψ βετωεεν ξτ ανδ ψτ; (β)  αϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ βετωεεν ξτ ανδ ψτ; αφτερ
χοντρολλινγ φορ ζτ; (α.2) − (α.3) Πηασε−δι ερενχε; (β.2) − (β.3) Παρτιαλ πηασε−δι ερενχε.
Λοοκινγ ατ τηε φορ υλασ, ιτ ισ χλεαρ τηατ ξτ ανδ ψτ σηαρε 3−ψεαρ ανδ 6−ψεαρ χψχλεσ.  ηιλε ψτ λεαδσ
ξτ ιν τηε σηορτερ περιοδ χψχλε, τηε οπποσιτε ηαππενσ ιν τηε λονγερ περιοδ χψχλε. Ιν τηισ εξα πλε, ωε
αδδεδ α τηιρδ ϖαριαβλε, ζτ; ωηιχη σηαρεσ τηε σιξ ψεαρ χψχλε ωιτη ξτ ανδ ζτ: Τηε χψχλεσ αρε ποσιτιϖελψ
χορρελατεδ.
Ιν Φιγυρε 6, ον τηε λεφτ, ωε χο πυτε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ βετωεεν ψτ ανδ ξτ. Ον τηε ριγητ,
ωε χο πυτε τηε παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ, αφτερ χοντρολλινγ φορ ζτ: Τηε ρεσυλτσ αρε ωηατ ονε ωουλδ
22εξπεχτ.  ηιλε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ πηασε−δι ερενχε (ον τηε λεφτ) χαπτυρεσ τηε ρελατιον βετωεεν
βοτη χψχλεσ, ον τηε ριγητ, αφτερ χοντρολλινγ φορ ζτ; ωηιχη σηαρεσ τηε 6 ψεαρ χψχλε ωιτη ξτ αν ψτ; ονλψ
τηε τηρεε ψεαρ χψχλε ρελατιονσ αρε χαπτυρεδ. Ανδ αχτυαλλψ τηεσε ρελατιονσ αρε χαπτυρεδ εϖεν βεττερ
τηαν ωιτη τηε σι πλε χοηερενχψ. Τηισ ισ το βε εξπεχτεδ: ωηεν τηερε αρε σεϖεραλ χψχλεσ ιν υενχινγ
τηε σεριεσ ατ τηε σα ε τι ε, αφτερ χοντρολλινγ φορ σο ε οφ τηοσε, ωε σηουλδ γετ α χλεανερ ϖιεω οφ τηε
οτηερσ.
Τηε χονχεπτ οφ ωαϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ ισ αν εξτενσιον οφ τηε χονχεπτ οφ ωαϖελετ χοηερενχψ
ϕυστ λικε παρτιαλ χορρελατιον ισ αν εξτενσιον οφ τηε σι πλε χορρελατιον.  ιτη τηισ τοολ, ονε χαν  οϖε
βεψονδ υνι ανδ βιϖαριατε ωαϖελετ αναλψσισ το ηιγηερ ορδερ ϖαριατε ωαϖελετ αναλψσισ.
5 Σιγνι χανχε Τεστσ
Ασ ωιτη οτηερ τι ε σεριεσ  ετηοδσ, ιτ ισ ι πορταντ το ασσεσσ τηε στατιστιχαλ σιγνι χανχε οφ τηε ρεσυλτσ
οβταινεδ βψ ωαϖελετ αναλψσισ. Τηε σε ιναλ παπερ βψ Τορρενχε ανδ Χο πο (1998) ισ ονε οφ τηε
 ρστ ωορκσ το δισχυσσ σιγνι χανχε τεστινγ φορ ωαϖελετ ανδ χροσσ−ωαϖελετ ποωερ. Βασεδ ον α λαργε
νυ βερ οφ Μοντε Χαρλο σι υλατιονσ, Τορρενχε ανδ Χο πο χονχλυδεδ τηατ τηε λοχαλ ωαϖελετ ποωερ
σπεχτρυ  οφ α ωηιτε νοισε ορ αν ΑΡ(1) προχεσσ, νορ αλιζεδ βψ τηε ϖαριανχε οφ τηε τι ε σεριεσ,
ισ ωελλ αππροξι ατεδ βψ α χηι−σθυαρεδ διστριβυτιον. Τορρενχε ανδ Χο πο αλσο δεριϖεδ ε πιριχαλ
διστριβυτιονσ φορ χροσσ−ωαϖελετ ποωερ. Ιφ σπεεδ ισ αν ισσυε, τηεν ηαϖινγ τηεσε διστριβυτιονσ δεριϖεδ ισ
α πλυσ. Ηοωεϖερ, ιφ χο πυτερ τι ε ισ νοτ α χονστραιντ, γιϖεν τηατ τηεσε διστριβυτιονσ ωερε δεριϖεδ
βψ Μοντε Χαρλο σι υλατιονσ, τηεν ονε  ιγητ ασ ωελλ ϕυστ δο τηε Μοντε Χαρλο σι υλατιονσ διρεχτλψ.
Γε (2007 ανδ 2008) ρεχονσιδερσ τηε δισχυσσιον οφ τηε σιγνι χανχε τεστινγ φορ τηε ωαϖελετ, χροσσ−
ωαϖελετ ποωερ ανδ ωαϖελετ χοηερενχψ. Τηε αυτηορ χονχεντρατεσ ον τηε υσε οφ α σπεχι χ ωαϖελετ (τηε
Μορλετ ωαϖελετ) ανδ, ασσυ ινγ α Γαυσσιαν ωηιτε νοισε προχεσσ, αναλψτιχαλλψ δεριϖε τηε χορρεσπονδινγ
σα πλινγ διστριβυτιονσ. Ηοωεϖερ, τηεσε σα πλινγ διστριβυτιονσ ωερε σηοων το βε ηιγηλψ δεπενδεντ
ον τηε λοχαλ χοϖαριανχε στρυχτυρε οφ τηε ωαϖελετ, α φαχτ τηατ  ακεσ τηε σιγνι χανχε λεϖελσ ιντι ατελψ
ρελατεδ το τηε σπεχι χ ωαϖελετ φα ιλψ υσεδ,  εανινγ τηατ τηεψ χαννοτ βε γενεραλιζεδ. Νατυραλλψ, νο
ωορκ ηασ βεεν δονε ον σιγνι χανχε τεστινγ φορ τηε παρτιαλ χοηερενχψ, ασ, το τηε βεστ οφ ουρ κνοωλεδγε,
τηισ  εασυρε ηασ νοτ βεεν ιντροδυχεδ ελσεωηερε. Μαραυν, Κυρτησ ανδ Ηολσχηνειδερ (2007) αργυεδ
τηατ ποιντωιζε σιγνι χανχε τεστσ, λικε τηε ονεσ δεσχριβεδ, γενερατε τοο  ανψ φαλσε ποσιτιϖεσ. Τηεψ
προποσεδ αν αρεαωισε τεστ ωηιχη αι σ ατ χορρεχτινγ φαλσε ποσιτιϖεσ οφ ποιντωισε τεστσ, βασεδ ον τηε
αρεα ανδ σηαπε οφ τηε σιγνι χαντ ρεγιονσ. Λαχηοωιχζ (2009), ηοωεϖερ, σηοωσ τηατ σο ε  ορε ωορκ
νεεδσ το βε δονε ιν τηισ αρεα.
Ιν ουρ εξα πλεσ ανδ ιν ουρ τοολβοξ, τηε τεστσ οφ σιγνι χανχε αρε ειτηερ βασεδ ον ϖερψ σι πλε
Μοντε Χαρλο σι υλατιονσ ορ βοοτστραππινγ.  ε  τ αν ΑΡΜΑ(π;θ)  οδελ ανδ τηεν χονστρυχτ νεω
σα πλεσ βψ βοοτστραπ ορ βψ δραωινγ ερρορσ φρο  α Γαυσσιαν διστριβυτιον. Ιν τηε  ρστ οπτιον, ωε υσε
τηε ϖερψ βασιχ βοοτστραπ τεχηνιθυε δεσχριβεδ ιν Σεχτιον 2.1 οφ Βερκοωιτζ ανδ Κιλιαν (2000).
Το ουρ κνοωλεδγε, τηερε αρε νο γοοδ στατιστιχαλ τεστσ φορ τηε πηασε−δι ερενχε. Ιν φαχτ, Γε (2008)
σηοωεδ τηατ, υνδερ τηε νυλλ οφ νο λινεαρ ρελατιον βετωεεν τωο ϖαριαβλεσ, τηε πηασε ανγλε ωιλλ βε
υνιφορ λψ διστριβυτεδ. Ηενχε ιτ ωιλλ βε δισπερσεδ βετωεεν −  ανδ  . Βεχαυσε οφ τηατ, Γε αργυεσ τηατ
ονε σηουλδ νοτ υσε σιγνι χανχε τεστσ φορ τηε ωαϖελετ πηασε−δι ερενχε. Ινστεαδ, ιτσ αναλψσισ σηουλδ βε
χο πλε εντεδ βψ ινσπεχτιον οφ τηε χοηερενχε σιγνι χανχε.
23Φιγυρε 7: (α) ΓΝΠ (θυαρτερλψ) γροωτη ρατε φορ τηε Υνιτεδ Στατεσ; (β)  αϖελετ ποωερ σπεχτρυ  − τηε βλαχκ
χοντουρ δεσιγνατεσ τηε 5% σιγνι χανχε λεϖελ βασεδ ον αν ΑΡΜΑ(1,1) νυλλ. Τηε χονε οφ ιν υενχε, ωηιχη
ινδιχατεσ τηε ρεγιον α εχτεδ βψ εδγε ε εχτσ, ισ σηοων ωιτη α τηιχκ βλαχκ λινε. Τηε χολορ χοδε φορ ποωερ ρανγεσ
φρο  βλυε (λοω ποωερ) το ρεδ (ηιγη ποωερ). Τηε ωηιτε λινεσ σηοω τηε  αξι α οφ τηε υνδυλατιονσ οφ τηε ωαϖελετ
ποωερ σπεχτρυ .
6 Τηρεε Αππλιχατιονσ
6.1 Τηε Γρεατ Μοδερατιον ιν τηε Υνιτεδ Σατεσ
Ιν Φιγυρε 7 (α), ωε ηαϖε τηε ρεαλ ΓΝΠ (θυαρτερλψ) γροωτη ρατε φορ τηε Υνιτεδ Στατεσ, φρο  1947θ2
υντιλ 2010θ3. Ιν Φιγυρε 7 (β), ονε χαν οβσερϖε τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ . Ατ βυσινεσσ χψχλε
φρεθυενχιεσ, τηε ωαϖελετ ποωερ ωασ ηιγη ανδ στατιστιχαλλψ σιγνι χαντ, υντιλ εαρλψ 1960σ. Αφτερ τηατ,
τηε ϖολατιλιτψ ατ αλλ φρεθυενχιεσ στεαδιλψ δεχρεασεδ, ωιτη αν εξχεπτιον βετωεεν  ιδ 1970σ ανδ 1984,
ωηεν τηε ϖαριανχε ατ τηε βυσινεσσ χψχλε φρεθυενχψ (1.5 το 8 ψεαρσ) ωασ θυιτε ηιγη αγαιν, προβαβλψ
ασ α ρεσυλτ οφ τηε σεϖερε οιλ χρισισ τηατ ηιτ τηε ωορλδ εχονο ψ ιν 1973 ανδ 1979 ανδ λαστεδ υντιλ τηε
εαρλψ 1980σ.
Τηεσε ρεσυλτσ φορ τηε  αχροεχονο ιχ ϖολατιλιτψ ιν τηε Υνιτεδ Στατεσ αρε χο πατιβλε ωιτη τηε
ρεσυλτσ οφ Γαλλεγατι ανδ Γαλλεγατι (2007), ωηο στυδιεδ τηισ ισσυε φορ τηε Γ−7 εχονο ιεσ υσινγ δισχρετε
ωαϖελετ αναλψσισ. Το βε  ορε πρεχισε, τηεψ υσε τηε ΜΟ  Τ το δεχο ποσε τηε ουτπυτ τι ε σεριεσ
ιν σχαλεσ (ορ φρεθυενχιεσ). Τηεν τηεψ αρε αβλε το δεχο ποσε τηε ωαϖελετ ϖαριανχε ον α σχαλε−βψ−σχαλε
βασισ. Φιναλλψ, τηεψ εστι ατε εαχη σχαλε ϖαριανχε φορ φουρ δι ερεντ δεχαδεσ. Τηεψ αλσο χονχλυδε τηατ
ϖολατιλιτψ ιν 1970σ ινχρεασεσ, προβαβλψ δυε το τηε οιλ σηοχκσ, ατ εϖερψ ρελεϖαντ σχαλε/φρεθυενχψ. Αφτερ
τηατ, ϖολατιλιτψ δεχρεασεσ. Τηισ εξα πλε ισ αππροπριατε το ιλλυστρατε τηατ χοντινυουσ ανδ δισχρετε
24ωαϖελετ αναλψσισ αρε θυιτε χο πλε ενταρψ, ασ ονε ωουλδ εξπεχτ.
Τηεσε ρεσυλτσ φρο  ωαϖελετ αναλψσισ ηελπ το θυαλιφψ σο ε οφ τηε ρεσυλτσ πρεσεντ ιν τηε λιτερατυρε.
Τηε λιτερατυρε ηασ ιδεντι εδ 1984 ασ τηε ψεαρ τηατ  αρκσ τηε βεγιννινγ οφ τηε Γρεατ Μοδερατιον
(Κι  ανδ Νελσον 1999; ΜχΧοννελλ ανδ Πρεζ−Θυιρ⌠σ 2000). Ιν ρεαλιτψ, ωε χαν οβσερϖε τηατ τηισ
Γρεατ Μοδερατιον  αψ ηαϖε σταρτεδ σο ετι ε εαρλιερ. Ιτ ωασ ιν τηε εαρλψ 1960σ τηατ τηε ϖολατιλιτψ
σταρτεδ το δεχρεασε. Ιτ τηεν ωασ ρεϖιϖεδ, δυε το τηε οιλ σηοχκσ, ατ τηε βυσινεσσ χψχλε φρεθυενχψ ιν
τηε 1970σ, ηοωεϖερ τηισ ινχρεασε ωασ τε ποραρψ. Τηεσε ρεσυλτσ αρε ιν λινε ωιτη Βλανχηαρδ ανδ Σι ον
(2001) ωηο ηαϖε αργυεδ τηατ τηε λαργε σηοχκσ ιν τηε 1970σ ανδ τηε δεεπ χοντραχτιον ιν εαρλψ 1980σ
ηιδε φρο  ϖιεω τηε λονγερ τερ  ϖολατιλιτψ δεχλινε τηατ βεγαν α φεω δεχαδεσ βεφορε.
Ασ ονε ωουλδ εξπεχτ, γιϖεν τηε τυρβυλενχε οφ τηε λαστ ψεαρσ, αφτερ 2007 τηερε ισ αγαιν εϖιδενχε
τηατ ϖολατιλιτψ ισ ινχρεασινγ, συγγεστινγ τηατ τηε  Γρεατ Μοδερατιον  ισ νοτ σο γρεατ ανψ ορε.  ε
σεε τηισ βεχαυσε τηε ωαϖελετ ποωερ σπεχτρυ  βεχο εσ στατιστιχαλλψ σιγνι χαντ ιν τηε λατε 2000σ ατ
1.5 το 5 ψεαρσ φρεθυενχιεσ. Αλτηουγη παρτ οφ τηισ ρεγιον  αψ βε α εχτεδ βψ εδγε ε εχτσ (βεχαυσε ιτ
ισ υνδερ τηε ε εχτ οφ τηε χονε οφ ιν υενχε) ιτ ισ αλσο τρυε τηατ α παρτ οφ ιτ ισ νοτ α εχτεδ βψ τηοσε
εδγε ε εχτσ. Φιναλλψ, ονε σηουλδ αλσο κεεπ ιν  ινδ τηατ, βεχαυσε οφ τηε ζερο παδδινγ, τηισ ιν υενχε
ωιλλ τενδ το υνδερεστι ατε, νοτ οϖερεστι ατε, τηε ποωερ σπεχτρυ .19
6.2 Στοχκ Μαρκετσ:  ηο ισ τηε Λεαδερ?
Ιν τηισ αππλιχατιον, ωε ιλλυστρατε ηοω ονε χαν υσε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ πηασε−δι ερενχε αναλψσισ το
στυδψ σψνχηρονισ  βετωεεν τωο τι ε σεριεσ. Το ιλλυστρατε τηισ, ωε ασσεσσ τηε χοορδινατιον βετωεεν
τηρεε δι ερεντ στοχκ  αρκετ ινδιχεσ.  ε χολλεχτ  οντηλψ δατα ον τηε Πριχε Ινδεξ φορ ΦΤΣΕ Αλλ−
Σηαρε (Υνιτεδ Κινγδο ), τηε Σ&Π 500 (Υνιτεδ Στατεσ) ανδ τηε  ΑΞ (Γερ ανψ). Τηισ ισσυε οφ τηε
ιντερνατιοναλ στοχκ  αρκετσ χο οϖε εντ ηασ δραων σο ε αττεντιον ιν τηε λιτερατυρε. Ιν παρτιχυλαρ,
αφτερ Οχτοβερ 1987, ωηεν σεϖεραλ  αρκετσ φελλ τογετηερ, δεσπιτε ηετερογενουσ εχονο ιχ χονδιτιονσ
(Κινγ ανδ  αδηωανι 1990). Ιν σπιτε οφ τηισ επισοδε, Κινγ, Σεντανα ανδ  αδηωανι (1992) φουνδ
εϖιδενχε αγαινστ τηε ηψποτηεσισ οφ ιντερνατιοναλλψ ιντεγρατεδ χαπιταλ  αρκετσ. Μορε ρεχεντλψ, Φορβεσ
ανδ Ριγοβον (2002) φουνδ εϖιδενχε οφ στρονγ ιντερνατιοναλ ιντερδεπενδενχε λινκαγεσ ιν τηε 1997
Εαστ Ασιαν χρισεσ, τηε 1994 Μεξιχαν πεσο χολλαπσε, ανδ τηε 1987 Υ.Σ. στοχκ  αρκετ χραση ανδ Βροοκσ
ανδ  ελ Νεγρο (2004) σηοωσ τηατ τηερε ισ α ρισε ιν χο οϖε εντ αχροσσ νατιοναλ στοχκ  αρκετσ αφτερ
τηε  ιδ−1990σ α ονγ τηε  αϕορ δεϖελοπεδ χουντριεσ. Φορ  ορε ον τηισ, τηε ρεαδερ χαν σεε Ρυα ανδ
Νυνεσ (2009)
Ιν Φιγυρε 8, ωε χαν σεε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π ανδ ΦΤΣΕ ανδ βετωεεν Σ&Π ανδ
 ΑΞ.20 Ιτ ισ αππαρεντ τηατ Νεω Ψορκ σηοωσ  ορε ρεγιονσ οφ ηιγη χοηερενχψ ωιτη τηε Λονδον στοχκ
 αρκετ τηαν ωιτη Φρανκφυρτ. Τηισ ισ παρτιχυλαρλψ εϖιδεντ ωηεν ονε φοχυσ ον τηε δεχαδεσ οφ 1980
ανδ 1990 ατ τηε ηιγηερ φρεθυενχψ βανδ (1 4 ψεαρσ). Τηεσε ρεσυλτσ αρε ιν λινε ωιτη Ρυα ανδ Νυνεσ
(2008) ωηο αλσο χονχλυδεδ τηατ τηε ΥΣ ανδ ΥΚ στοχκ  αρκετσ ηαϖε α ηιγη δεγρεε οφ χο οϖε εντ
οϖερ τηε λαστ φορτψ ψεαρσ.
Τηεσε πιχτυρεσ συγγεστ τηατ τηε ΥΚ ανδ τηε ΥΣ στοχκ  αρκετσ βεχα ε  ορε σψνχηρονιζεδ ιν
1985, σψνχηρονιζατιον τηατ ωασ εξτενδεδ το Γερ ανψ ονλψ ιν τηε δεχαδε οφ 1990. Αν ιντερεστινγ
χονχλυσιον, νοτ πρεσεντ ιν Ρυα ανδ Νυνεσ (2008), αρισεσ ωηεν ονε λοοκσ ατ τηε πηασε−δι ερενχεσ.
19Ιν Αππενδιξ Α ωε εξπλαιν τηε ρεασον φορ τηεσε βορδερ διστορτιονσ ανδ εξπλαιν ηοω ωε δεαλ ωιτη ιτ.
20Τηε χοηερενχψ βετωεεν ΦΤΣΕ ανδ  αξ, νοτ σηοων, ισ ϖερψ σι ιλαρ το τηε χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π ανδ  ΑΞ.
25Φιγυρε 8: (α.1) − (β.1)  αϖελετ χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π ανδ ΦΤΣΕ ανδ βετωεεν Σ&Π ανδ  ΑΞ; τηε βλαχκ
χοντουρ δεσιγνατεσ τηε 5% σιγνι χανχε λεϖελ βασεδ ον αν ΑΡΜΑ(1,1) νυλλ; (α.2) − (β.2) Πηασε−δι ερενχεσ ατ
1 4 ψεαρσ φρεθυενχψ βανδ; (α.3) − (β.3) Πηασε−δι ερενχεσ ατ 4 8 ψεαρσ φρεθυενχψ βανδ.
 ηιλε, ιν τηε σηορτερ ρυν φρεθυενχιεσ, πηασεσ αρε ϖερψ  υχη αλιγνεδ ανδ, τηερεφορε, τηε πηασε−
δι ερενχε ισ ϖερψ χλοσε το ζερο ( ορε οφτεν ποσιτιϖε τηαν νεγατιϖε, ονε  ιγητ αδδ), ωηεν ονε λοοκσ
ατ 4 το 8 ψεαρ περιοδ φρεθυενχιεσ, τηε πηασε−δι ερενχε ισ χονσιστεντλψ αβοϖε ζερο,  εανινγ τηατ τηε
ΥΣ στοχκ  αρκετ λεαδσ τηε οτηερ στοχκ  αρκετσ.21 Τηε σα ε αναλψσισ, νοτ σηοων, χο παρινγ τηε
ΥΚ ανδ τηε Γερ αν στοχκ  αρκετσ ωουλδ λεαδ το τηε χονχλυσιον τηατ τηεσε τωο  αρκετσ  οϖε ϖερψ
 υχη τογετηερ, ωιτη νο νοτιχεαβλε λεαδ ορ δελαψ ιν τηε ρεγιονσ οφ ηιγη χοηερενχψ.
21Ιτ ισ τρυε τηατ υντιλ εαρλψ 1990σ τηε πηασε−δι ερενχε βετωεεν Σ&Π ανδ  ΑΞ ισ νεγατιϖε, ηοωεϖερ τηισ ισ α περιοδ
οφ λοω χοηερενχψ ανδ, τηερεφορε, τηερε ισ νοτ  υχη  εανινγ ατταχηεδ το τηε πηασε−δι ερενχε.
26Φιγυρε 9: (α.1)  αϖελετ χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π ανδ οιλ πριχεσ; (β.1)  αϖελετ παρτιαλ χοηερενχψ βετωεεν Σ&Π
ανδ οιλ πριχεσ, αφτερ χοντρολλινγ φορ ιν ατιον, ρεαλ ιντερεστ ρατεσ ανδ ινδυστριαλ προδυχτιον. Τηε βλαχκ (γρεψ)
χοντουρ δεσιγνατεσ τηε 5% (10%) σιγνι χανχε λεϖελ βασεδ ον αν ΑΡΜΑ(1,1) νυλλ; (α.2) Πηασε−δι ερενχε ατ
3   8 ψεαρσ φρεθυενχψ βανδ; (β.2) Παρτιαλ πηασε−δι ερενχεσ ατ 3   8 ψεαρσ φρεθυενχψ βανδ.
6.3 Στοχκ Μαρκετσ ανδ Οιλ Πριχεσ.
Τηε  αχροεχονο ιχ ι παχτ οφ οιλ πριχε σηοχκσ ισ τηε συβϕεχτ οφ ιννυ ερουσ παπερσ ανδ  οδελλινγ
ιτσ ε εχτσ ισ νοτ ασ τριϖιαλ ασ ονε  αψ τηινκ (σεε Αγυιαρ−Χονραρια ανδ  εν 2007 ανδ Κιλιαν 2008).
Αγυιαρ−Χονραρια ανδ Σοαρεσ (2011α) ηαϖε αλρεαδψ αππλιεδ ωαϖελετ αναλψσισ το στυδψ τηε ρελατιον
βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ τηε  αχροεχονο ψ. Τηερε ισ αλσο α σ αλλερ λιτερατυρε δεϖοτεδ το τηε ι παχτ
οφ οιλ σηοχκσ ιν τηε στοχκ  αρκετσ. Σαδορσκψ (1999) ανδ Χινερ (2001), φορ εξα πλε, φουνδ τηατ
ινχρεασεσ ιν οιλ πριχεσ ηαδ, ιν γενεραλ, νεγατιϖε ι παχτσ ον στοχκ  αρκετ ρετυρνσ. Ιν α δι ερεντ
διρεχτιον ωερε τηε χονχλυσιονσ οφ Ηυανγ, Μασυλισ ανδ Στολλ (1996). Τηεψ χονχλυδεδ τηατ λινκαγεσ
βετωεεν οιλ σηοχκσ ανδ τηε  νανχιαλ  αρκετσ ωερε, ατ βεστ, ωεακ. Κιλιαν ανδ Παρκ (2009) ρεαχη  ορε
συβτλε χονχλυσιονσ. Τηεψ βασιχαλλψ χονχλυδε τηατ ιφ οιλ πριχε ινχρεασεσ αρε τηε ρεσυλτσ οφ οιλ συππλψ
σηοχκσ (ορ εξπεχτατιον τηατ τηερε ωιλλ βε α συππλψ σηορταγε) τηεν τηειρ ι παχτ ον τηε στοχκ  αρκετ
ισ νεγατιϖε. Ηοωεϖερ, αν ινχρεασε ιν γλοβαλ αγγρεγατε δε ανδ ωιλλ ρεσυλτ ιν βοτη ηιγηερ ρεαλ οιλ
πριχεσ ανδ ηιγηερ στοχκ πριχεσ.  ε νοω υσε ηιγηερ ορδερ ωαϖελετ τοολσ το βριε ψ στυδψ τηε λινκαγεσ
βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ στοχκ  αρκετ ρετυρνσ. Ιτ σηουλδ βεχο ε χλεαρ τηατ  οϖινγ φρο  βιϖαριατε
ωαϖελετ αναλψσισ το ηιγηερ ορδερ αναλψσισ ωιλλ αϖοιδ ρεαχηινγ ερρονεουσ χονχλυσιονσ.
 ε γατηερεδ  οντηλψ δατα, ρυννινγ φρο  ϑυλψ 1954 το  εχε βερ 2010, ον σεϖεραλ ϖαριαβλεσ:
Σ&Π−500 Στοχκ Μοντηλψ Ρετυρνσ, (λογ) Οιλ Πριχεσ22, (λογ) Ινδυστριαλ Προδυχτιον, ΧΠΙ ιν ατιον ανδ
22Φορ τηε οιλ πριχε, ωε χονσιδερεδ α νονλινεαρ τρανσφορ ατιον α λα Ηα ιλτον (2003). Φορ εαχη περιοδ, ωε χονσιδερ τηε
27τηε Ε εχτιϖε Φεδεραλ Φυνδσ Ρεαλ Ρατε. Ιν Φιγυρε 9, ον τηε λεφτ, ωε ηαϖε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ
πηασε−δι ερενχε βετωεεν τηε στοχκ  αρκετ ρετυρνσ ανδ οιλ πριχεσ; ον τηε ριγητ, ωε ηαϖε τηε παρτιαλ
ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ πηασε−δι ερενχε αφτερ χοντρολλινγ φορ τηε οτηερ ϖαριαβλεσ.
Ιτ ισ δι′χυλτ το  ακε σενσε οφ τηε πιχτυρε ον τηε λεφτ. Ρεγιονσ οφ ηιγη χοηερενχψ αρε ϖερψ σχαρχε
ανδ τηε πηασε−δι ερενχε ισ νοτ  εανινγφυλ ιν τηεσε σιτυατιονσ. Ιφ ανψτηινγ, ονε ωουλδ χονχλυδε τηατ
τηερε αρε νο ρελεϖαντ λινκαγεσ βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ τηε στοχκ  αρκετ. Ηοωεϖερ, ονχε τηε οτηερ
ϖαριαβλεσ αρε χοντρολλεδ φορ, τηε πιχτυρε βεχο εσ χλεαρερ. Ον τηε ριγητ ωε χαν σεε τηατ τηερε ρεγιονσ
οφ ηιγη χοηερενχψ βετωεεν τηε  ιδ−1970σ ανδ  ιδ−1980σ αλονγ τηε 3   8 ψεαρ περιοδ φρεθυενχψ βανδ
ανδ αγαιν, ατ λοωερ φρεθυενχιεσ αφτερ τηε εαρλψ 1990σ. Τηε πηασε−δι ερενχε ρεϖεαλσ σο ε ιντερεστινγ
ινσιγητσ. Ιν τηε 1970σ ανδ 1980σ (ατ λεαστ υντιλ τηε  αρκετ χραση οφ 1987), τηε παρτιαλ πηασε−δι ερενχε
ισ βετωεεν  =2 ανδ  ; ι πλψινγ αν αντι−πηασε ρελατιον ωιτη τηε οιλ πριχεσ λεαδινγ. Τηισ συγγεστσ τηατ
τηε οιλ πριχε ινχρεασεσ πρεχεδε στοχκ  αρκετ δοωντυρνσ. Τηισ ισ τοταλλψ χο πατιβλε ωιτη τηε ρεσυλτσ
οφ Κιλιαν ανδ Παρκ (2009), γιϖεν τηατ ιν τηε δεχαδε οφ 1970 ανδ εαρλψ 1980 τηε οιλ χρισεσ ωερε χλεαρλψ
ον τηε συππλψ σιδε. Τηερε ισ α στρυχτυραλ χηανγε αφτερ τηατ. Ιν τηε 1990σ ανδ 2000σ τηε ρεγιονσ
οφ ηιγη χοηερενχψ αρε σιτυατεδ ατ λοωερ φρεθυενχιεσ ανδ, ατ τηε σα ε τι ε, τηε πηασε−δι ερενχε ισ
χονσιστεντλψ βετωεεν 0 ανδ  =2; συγγεστινγ τηατ τηε σεριεσ αρε νοω ιν πηασε, ωιτη τηε στοχκ  αρκετ
λεαδινγ. Τηισ ρεσυλτ ρεινφορχεσ τηε δε ανδ σιδε ηψποτηεσισ. Αν ινχρεασε ιν εχονο ιχ αχτιϖιτψ ωιλλ,
νατυραλλψ, βε ρε εχτεδ ιν τηε στοχκ  αρκετ ανδ πρεσσυρε ον οιλ δε ανδ ωιλλ λεαδ το οιλ πριχε ινχρεασεσ,
λενδινγ φυρτηερ συππορτ το τηε χονχλυσιονσ οφ Κιλιαν (2009), Κιλιαν ανδ Παρκ (2009) ανδ Βαυ ειστερ
ανδ Πεερσ αν (2008).
7 Χονχλυσιον
Ιν τηισ παπερ, ωε αργυεδ τηατ χοντινυουσ ωαϖελετ αναλψσισ χαν βε α ϖερψ υσεφυλ τοολ το αναλψζε βυσινεσσ
χψχλεσ.  ε ηαδ τηρεε  αιν οβϕεχτιϖεσ: (1) το πρεσεντ α σελφ−χονταινεδ συ  αρψ ον τηε  οστ ρελεϖαντ
τηεορετιχαλ ρεσυλτσ ρελατεδ το τηε χοντινυουσ ωαϖελετ τρανσφορ , (2) το δεσχριβε ηοω συχη τρανσφορ σ
χαν βε ι πλε εντεδ ιν πραχτιχε, ανδ (3) το γενεραλιζε τηε χονχεπτ οφ  υλτιπλε ανδ παρτιαλ χοηερενχιεσ
το τηε τι ε−φρεθυενχψ φρα εωορκ προϖιδεδ βψ ωαϖελετ αναλψσισ.  ε αλσο πρεσεντεδ σο ε ρεσυλτσ ον α
νεω φα ιλψ οφ ωαϖελετσ, τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ, ωηιχη αρε βεχο ινγ  ορε ποπυλαρ ιν οτηερ
σχιεντι χ  ελδσ ανδ αλλοω φορ  ορε  εξιβιλιτψ τηαν τηε ποπυλαρ Μορλετ ωαϖελετ, ωηιλε κεεπινγ σο ε
οφ ιτσ νιχε προπερτιεσ.
Το ιλλυστρατε τηε ποτεντιαλιτιεσ οφ ωαϖελετ αναλψσισ ανδ το προϖιδε σο ε εασψ το δο εξα πλεσ, ωε
ωορκεδ ουτ τηρεε χονστρυχτεδ εξα πλεσ ανδ τηρεε ρεαλ δατα αππλιχατιονσ. Τηε χονστρυχτεδ εξα πλεσ
ωερε πυτ τογετηερ το σηοω (1) ηοω ωαϖελετ αναλψσισ χαν εασιλψ χαπτυρε τρανσιεντ χψχλεσ τηατ αρε
νοτ σταβλε αχροσσ τι ε ανδ φρεθυενχιεσ ανδ το υνχοϖερ ινφορ ατιον τηατ ωουλδ βε δι′χυλτ το εξτραχτ
ωιτη τηε  ορε τραδιτιοναλ Φουριερ αναλψσισ; (2) ηοω χροσσ ωαϖελετσ χαν χαπτυρε τρανσιεντ ρελατιονσηιπσ
βετωεεν τωο τι ε σεριεσ ατ δι ερεντ φρεθυενχιεσ; ανδ (3) το ιλλυστρατε τηε υσεφυλνεσσ οφ α νεω χονχεπτ:
ηιγηερ ορδερ χοηερενχιεσ.
 ε αλσο προϖιδε τηρεε αππλιχατιονσ ωιτη ρεαλ δατα. Ιν ονε οφ τηε , ωε αππλιεδ τηε ωαϖελετ ποωερ
 αξι υ  πριχε αχηιεϖεδ ιν τηε λαστ τηρεε ψεαρσ. Ασ Ηα ιλτον αργυεσ, βψ δοινγ τηισ ανψ οιλ πριχε ινχρεασε ισ χαπτυρεδ
ωηιλε ονλψ περ ανεντ οιλ πριχε δεχρεασεσ αρε χονσιδερεδ. Τηισ αν ε′χιεντ ωαψ το χαπτυρε τηε ασψ  ετριχ ε εχτσ οφ οιλ
πριχε χηανγεσ.
28σπεχτρυ  το στυδψ τηε ποστ−ωαρ βυσινεσσ χψχλε ϖολατιλιτψ ιν τηε Υνιτεδ Στατεσ, βψ λοοκινγ ατ ρεαλ
ΓΝΠ γροωτη ρατεσ.  ε χονχλυδεδ τηατ ωηιλε ιτ ισ τρυε τηατ βυσινεσσ χψχλεσ ωερε ϖερψ αχτιϖε δυρινγ
τηε 70σ ανδ εαρλψ 80σ (αφτερ τηε οιλ πριχε σηοχκσ ιν τηε 70σ), ιτ ισ αλσο τρυε τηατ ουρ ρεσυλτσ συππορτ τηε
ϖιεω οφ Βλανχηαρδ ανδ Σι ον (2001), αχχορδινγ το ωηο  τηε λαργε σηοχκσ ιν τηε 1970σ δισγυισεδ τηε
φαχτ τηατ τηε  οδερατιον ηαδ βεγυν α φεω δεχαδεσ εαρλιερ. Ιν ουρ σεχονδ αππλιχατιον, ωιτη τηε ηελπ
οφ χροσσ ωαϖελετ αναλψσισ, ωε στυδιεδ σψνχηρονισ  ιν ιντερνατιοναλ στοχκ  αρκετ ρετυρνσ.  ε σηοωεδ
τηατ χο οϖε εντ βετωεεν τηε ΥΣ ανδ τηε ΥΚ  αρκετσ ηασ βεχο ε στρονγερ αφτερ 1985, ωηιλε τηε
χο οϖε εντ βετωεεν τηεσε στοχκ  αρκετσ ανδ τηε Γερ αν στοχκ  αρκετ ηασ ονλψ ινχρεασεδ αφτερ
 ιδ−1990σ.  ε ηαϖε αλσο σηοων τηατ ατ λοω φρεθυενχιεσ (4   8 ψεαρ περιοδ φρεθυενχιεσ) τηε ΥΣ στοχκ
 αρκετ λεαδσ τηε οτηερ  εντιονεδ στοχκ  αρκετσ.
Φιναλλψ, ον ουρ τηιρδ ε πιριχαλ αππλιχατιον, ωε υσε παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ ανδ παρτιαλ πηασε−
δι ερενχε το στυδψ τηε λινκαγεσ βετωεεν οιλ πριχεσ ανδ τηε στοχκ  αρκετσ. Ιτ ισ χλεαρ τηατ σο ε οφ
τηε χονχλυσιονσ ωε ρεαχηεδ ωουλδ βε ϖερψ δι′χυλτ το σποτ ηαδ ωε ϕυστ υσεδ βιϖαριατε χροσσ ωαϖελετ
αναλψσισ.
Ατταχηεδ το τηισ παπερ, τηερε ισ α Ματλαβ τοολβοξ ι πλε εντινγ τηε ρεφερρεδ ωαϖελετ τοολσ, ωηιχη
τηε ρεσεαρχηερ χαν φρεελψ υσε ανδ αδαπτ το ηισ/ηερ οων ρεσεαρχη.
298 Αππενδιξ Α
8.1  ισχρετε Χο πυτατιονσ
Συπποσε ωε σα πλε τηε σεριεσ ξ(τ) ωιτη α  νε ενουγη σα πλε ιντερϖαλ  τ το αϖοιδ αλιασινγ (ι.ε. ασσυ ε
τηατ Ξ(!)   0 φορ ϕ!ϕ > 2 
2 τ =  
 τ) ανδ υσε τηε σηορτηανδ νοτατιον ξν = ξ(ν τ);ν = 0;:::;Ν   1.
Αλσο, λετ ξ = φξν;ν = 0;:::;Ν   1γ:  ιτη Ν εϖεν, φορ υλα (6) χαν βε δισχρετιζεδ ασ
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   τ ⊥ ξκ; ωηερε ⊥ ξκ =
ΠΝ 1
ν=0 ξνε ι2 νκ=Ν ισ τηε κτη ελε εντ οφ τηε  ισχρετε Φουριερ
Τρανσφορ  ( ΦΤ) οφ τηε Ν−ϖεχτορ (ξ0;:::;ξΝ 1); σεε ε.γ. Βρ αυδ (2002). Ηενχε, ωε οβταιν α
δισχρετιζεδ φορ  οφ τηε Χ Τ οφ τηε δισχρετε τι ε σεριεσ ξ = φξν : 0;:::;Ν   1γ :


















⊥ ξκ  (σ
2 (κ   Ν)
Ν τ
)ε
ι2 (κ Ν) 
Ν τ
ωηερε ωε υσεδ τηε περιοδιχιτψ ⊥ ξκ = ⊥ ξκ Ν.  ηεν   =   τ;   = 0;:::;Ν   1; ωε γετ
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Ν τ; κ = 0;1;:::; Ν
2 ;
2 (κ Ν)
Ν τ ; κ = Ν
2 + 1;:::;Ν   1:
(45)
Ιν πραχτιχε, νατυραλλψ, τηε ωαϖελετ τρανσφορ  ισ χο πυτεδ ονλψ φορ α σελεχτεδ σετ οφ σχαλε ϖαλυεσ
σ 2 φσ; = 0;:::;Φ  1γ (χορρεσπονδινγ το α χερταιν χηοιχε οφ φρεθυενχιεσ !). Ηενχε, ουρ χο πυτεδ
ωαϖελετ σπεχτρυ  οφ τηε δισχρετε−τι ε σεριεσ ξ ωιλλ σι πλψ βε α Φ  Ν  ατριξ Ωξ (ωαϖελετ σπεχτραλ







⊥ ξκ  (σωκ)ε
ι2 κ 
Ν ; (46)
ωιτη ωκ γιϖεν βψ (45).23 Τηε αβοϖε φορ υλα ισ αν ε′χιεντ φορ υλα φορ χο πυτινγ τηε Χ Τ, σινχε,






σ ⊥ ξκ   (σ ωκ);κ = 0;:::;Ν   1;
ανδ χαν, τηερεφορε, βε χαλχυλατεδ υσινγ αν ινϖερσε ΦΦΤ.
Νατυραλλψ, αλλ τηε φορ υλασ γιϖεν πρεϖιουσλψ φορ οτηερ ωαϖελετ  εασυρεσ, συχη ασ τηε χροσσ−
ωαϖελετ τρανσφορ , τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ τηε πηασε−δι ερενχε ηαϖε δισχρετε χουντερπαρτσ. Φορ
εξα πλε, χορρεσπονδινγ το φορ υλα (23) φορ τηε χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορ , ωε ηαϖε α δισχρετιζεδ
ϖερσιον Ωξψ(; ) = Ωξ(; )Ω 
ψ(; ):Φορ υλα (27) φορ τηε πηασε−δι ερενχε ισ δισχρετιζεδ ασ






8.1.1 Χηοιχε οφ σχαλεσ
Τηε σχαλεσ αρε υσυαλλψ χηοσεν ασ φραχτιοναλ ποωερσ οφ 2:
σ = σ0 2

νς ; = 0;1;:::;νς   νΟ; (47)
ωηερε νΟ δενοτεσ τηε νυ βερ οφ οχταϖεσ (ι.ε. ποωερσ οφ τωο) ανδ νς τηε νυ βερ οφ ϖοιχεσ χαλχυλατεδ
περ οχταϖε (ι.ε., Φ = νς   νΟ + 1).
8.1.2 Χονε οφ ιν υενχε
Ασ ωιτη οτηερ τψπεσ οφ τρανσφορ σ, τηε Χ Τ αππλιεδ το α  νιτε λενγτη τι ε−σεριεσ ινεϖιταβλψ συ ερσ
φρο  βορδερ διστορτιονσ; τηισ ισ δυε το τηε φαχτ τηατ τηε ϖαλυεσ οφ τηε τρανσφορ  ατ τηε βεγιννινγ
ανδ τηε ενδ οφ τηε τι ε−σεριεσ αρε αλωαψσ ινχορρεχτλψ χο πυτεδ, ιν τηε σενσε τηατ τηεψ ινϖολϖε
 ισσινγ ϖαλυεσ οφ τηε σεριεσ ωηιχη αρε τηεν αρτι χιαλλψ πρεσχριβεδ.  ηεν υσινγ τηε φορ υλα (46), α
περιοδιζατιον οφ τηε δατα ισ ασσυ εδ. Ηοωεϖερ, βεφορε ι πλε εντινγ φορ υλα (46), ονε υσυαλλψ παδσ
τηε σεριεσ ωιτη ζεροσ, το αϖοιδ ωραππινγ. Σινχε τηε  ε εχτιϖε συππορτ∀ οφ τηε ωαϖελετ ατ σχαλε σ ισ
προπορτιοναλ το σ, τηεσε εδγε−ε εχτσ αλσο ινχρεασε ωιτη σ. Τηε ρεγιον ιν ωηιχη τηε τρανσφορ  συ ερσ
φρο  τηεσε εδγε ε εχτσ ισ χαλλεδ τηε χονε οφ ιν υενχε (ΧΟΙ). Ιν τηισ αρεα οφ τηε τι ε−φρεθυενχψ πλανε
τηε ρεσυλτσ αρε συβϕεχτ το βορδερ διστορτιονσ ανδ ηαϖε το βε ιντερπρετεδ χαρεφυλλψ.
8.2 Ηιγηερ ορδερ χροσσ−ωαϖελετσ: σο ε ρεσυλτσ
8.2.1 Προοφ τηατ Ρ2
1(θ) = 1   C δ
C δ
11
Σινχε Σιι = Σ ( ι  
ι ) = Σ
 
ϕ ιϕ2 
ισ α νον−νεγατιϖε θυαντιτψ, λετ σι :=
π
Σιι. Ρεχαλλινγ τηε φορ υλα
ωηιχη εξπρεσσεσ τηε χο πλεξ χοηερενχιεσ ιν τερ σ οφ τηε ωαϖελετ σπεχτρα (25) ανδ τηε νοτατιον οφ
23 ε χηοοσε το  ακε τηε ροω ινδεξεσ οφ τηε  ατριξ χορρεσπονδ το σχαλεσ ανδ τηε χολυ νσ το τι εσ, σο τηατ τηε πλοτσ
οφ τηισ  ατριξ ωιλλ νατυραλλψ λεαδ το τι εσ ιν τηε ξ−αξισ ανδ φρεθυενχιεσ (ορ περιοδσ) ιν τηε ψ−αξισ.
31εθυατιον (31), ωε σεε τηατ %ιϕ =
Σιϕ
σισϕ: Ηενχε,





























Βψ υσινγ α ωελλ−κνοων προπερτψ οφ δετερ ιναντσ (ιφ α χολυ ν ορ α ροω οφ α  ατριξ ισ  υλτιπλιεδ βψ








Αλσο, σινχε C δ
11 ισ τηε δετερ ιναντ οφ τηε  ατριξ οβταινεδ βψ δελετινγ τηε  ρστ ροω ανδ  ρστ χολυ ν


































ωηιχη ισ πρεχισελψ φορ υλα (33). Τηε προοφσ οφ εθυατιονσ (39) ανδ (40) ινϖολϖε σι ιλαρ στεπσ.
8.2.2 Προοφ τηατ 1   Ρ2
1(2:::π) = (1   ρ2
12)(1   ρ2
13:2):::(1   ρ2
1π:23:::(π 1)):
Λετ Θ = C 2
2 (ι.ε. τηε συβ ατριξ οφ C οβταινεδ βψ συππρεσσινγ ιτσ 2νδ ροω ανδ 2νδ χολυ ν). Τηεν,
φρο  (33), ωε ηαϖε














1   Ρ2
1(2:::π)









Βυτ, φρο  τηε τηε δε νιτιον οφ Θ, ωε ηαϖε τηατ Θδ = C δ
22. Μορεοϖερ, βψ υσινγ τηε ϑαχοβι σ γενεραλιζεδ
τηεορε  ον δετερ ιναντσ, ωε αλσο ηαϖε τηατ
Θδ
11C δ =
   






















   
   
ιν C δ. Ηενχε, ωε γετ
1   Ρ2
1(2:::π)
1   Ρ2
1(3:::π)
=
   








   
 




















ορ, βψ υσινγ (34),
1   Ρ2
1(2:::π)
1   Ρ2
1(3:::π)
= 1   %12:θ2%21:θ2
Βυτ, βψ υσινγ τηε φαχτ τηατ C ισ Ηερ ιτιαν, ωε εασιλψ χονχλυδε τηατ %21:θϕ = % 
12:θ2, ηενχε %12:θ2%21:θ2 =
%12:θ2% 
12:θ2 = ϕ%12:θ2ϕ2 = ρ2
12:θ2 = ρ2
12:(3:::π): Σο, ωε  ναλλψ οβταιν
1   Ρ2
1(2:::π) = (1   Ρ2
1(3:::π))(1   ρ2
12:(3:::π)):
Ιφ ωε φολλοω τηε σα ε προχεσσ φορ 1 Ρ2
1(3:::π) ανδ ρεπλαχε τηε χορρεσπονδινγ εξπρεσσιον ιν τηε φορ υλα
αβοϖε, ωε οβταιν
1   Ρ2
1(2:::π) = (1   Ρ2
1(4:::π))(1   ρ2
13:(4:::π))(1   ρ2
12:(3:::π))
Βψ ρεπεατινγ τηισ προχεσσ συχχεσσιϖελψ, ωε ενδ υπ ωιτη
1   Ρ2
1(2:::π) = (1   Ρ2
1π)(1   ρ2
1(π 1):π)(1   ρ2
1(π 2):((π 1)π) :::(1   ρ2
12:(3:::π)):
Ιν τηε λεφτ ηανδ σιδε οφ αβοϖε φορ υλα, τηε ορδερ ιν ωηιχη τηε σεχονδαρψ συβσχριπτσ (ι.ε. αλλ τηε
συβσχριπτσ εξχεπτ 1) ιν Ρ2
1(2:::π) αρε γιϖεν ισ ιρρελεϖαντ; βψ περ υτινγ τηε  αππροπριατελψ, ωε χαν
ωριτε
1   Ρ2
1(2:::π) = (1   Ρ2
12)(1   ρ2
13:2)(1   ρ2
14:23):::(1   ρ2
1π:23:::(π 1)):
ωηιχη ισ πρεχισελψ φορ υλα (41), υσινγ τηε οβϖιουσ φαχτ τηατ Ρ2
12 = ρ2
12
8.2.3 Φορ υλασ φορ τηρεε ϖαριαβλεσ












Ρεχαλλ τηατ τηισ ισ αν Ηερ ιτιαν  ατριξ, ανδ σο ωε ηαϖε: %ϕι = % 
ιϕ ανδ %ιϕ %ϕι = %ιϕ % 
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= 1   Ρ2
23   %12 (%21   %23%31) + %13 (%21%32   %31)
= 1   Ρ2
23   ρ2
12   ρ2
13 + %12 %23 %31 + %21 %32 %13%32
= 1   Ρ2
23   Ρ2
12   ρ2
13 + 2<(%12 %23 %31)
= 1   Ρ2
23   Ρ2
12   ρ2
13 + 2<(%12 %23 % 
13)
Τηερεφορε, βψ υσινγ φορ υλα (38) φορ τηε σθυαρεδ  υλτιπλε χοηερενχψ, ωε γετ
Ρ2
1(23) = 1  
1   Ρ2
23   Ρ2
12   Ρ2
13 + 2<(%12 %23 % 
13)





13   2<(%12 %23 % 
13)
1   Ρ2
23
(48)
Φορ τηε χο πλεξ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχψ %12:3, φορ υλα (39) γιϖεσ








11 = 1   Ρ2
23 ανδ C δ
22 = 1   Ρ2
13
C δ
21 = ( 1)(1+2)
 






   
 
 
=  (%12   %13%32)




%12   %13% 
23 π
(1   Ρ2
13)(1   Ρ2
23)
9 Αππενδιξ Β: Τοολβοξ
 υε το ιτσ ινχρεασινγ ποπυλαριτψ ανδ αππλιχαβιλιτψ ιντο α ωιδε ρανγε οφ  ελδσ, τηε α ουντ οφ ωαϖελετ−
ρελατεδ σοφτωαρε ηασ βεεν γροωινγ ατ αν ενορ ουσ ρατε. Απαρτ φρο  χο  ερχιαλ σχιεντι χ χο πυτινγ
σοφτωαρε συχη ασ Ματλαβ, ωηιχη νοω ιντεγρατεσ ωαϖελετ αναλψσισ παχκαγεσ,24 τηερε αρε αλσο  ανψ
φρεε−ωαρε ωαϖελετ σοφτωαρε τοολκιτσ αϖαιλαβλε. Νατυραλλψ, τηεσε φρεε−ωαρε παχκαγεσ υσυαλλψ ρε εχτ τηε
 αιν  ελδ οφ ιντερεστ οφ τηειρ αυτηορσ ανδ αρε οριεντεδ το υσε ιν σπεχι χ αππλιχατιονσ. Λιστσ οφ ωαϖελετ
σοφτωαρε, ωιτη α βριεφ δεσχριπτιον οφ ιτσ  αιν φεατυρεσ, χαν βε φουνδ ιν τηε φολλοωινγ σιτεσ:
24Ματη  ορκ σ  αϖελετ Τοολβοξ φορ Ματλαβ, ωηιχη ινχλυδεσ α λαργε χολλεχτιον οφ Μ− λεσ ανδ αλσο ΓΥΙ−βασεδ τοολσ
φορ ωαϖελετσ. Τηε χηοιχε οφ ωαϖελετσ το βε υσεδ ιν τηε Χ Τ ισ λαργε ανδ τηε ΓΥΙ ιντερφαχε  ακεσ τηε υσε οφ τηε τοολβοξ
σπεχιαλλψ σι πλε. Τηε αβιλιτψ το χο πυτε τηε ωαϖελετ χοηερενχε, χροσσ σπεχτρυ  ανδ τηε χονε−οφ−ιν υενχε ωασ ονλψ
ϖερψ ρεχεντλψ αδδεδ το τηε τοολβοξ ( αϖελετ Τοολβοξ 4.6, ρελεασεδ ιν Σεπτε βερ 2010) ανδ τηισ ωασ ονε οφ τηε ρεασονσ
ωηψ τηε τοολβοξ χουλδ νοτ βε υσεδ βεφορε ιν ουρ ωορκ. Ηοωεϖερ τηισ τοολβοξ στιλλ δοεσ νοτ ινχλυδε σιγνι χανχε τεστινγ,
ωηιχη ισ α  αϕορ σηορτχο ινγ.
34  ηττπ://ωωω.α αρα.χο /χυρρεντ/ωαϖεσοφτ.ητ λ, ανδ
  ηττπ://ωωω.ωαϖελετ.οργ/πηπΒΒ2/γαλλερψ.πηπ?χ=Σοφτωαρε.
Τηερε αρε σο ε Ματλαβ τοολβοξεσ τηατ αρε χλοσελψ ρελατεδ ωιτη ουρ τοολβοξ (ι.ε. ωηιχη αρε
χονχερνεδ ωιτη τηε χο πυτατιον οφ χοντινυουσ ωαϖελετ τοολσ).
  Τορρενχε ανδ Χο πο   Α τοολβοξ δεϖελοπεδ βψ Χ. Τορρενχε ανδ Γ. Π. Χο πο ανδ αϖαιλαβλε
ατ ηττπ://ατοχ.χολοραδο.εδυ/ρεσεαρχη/ωαϖελετσ. Τηισ τοολβοξ ωασ δεϖελοπεδ ιν χοννεχτιον ωιτη
τηε σε ιναλ παπερ βψ Τορρενχε ανδ Χο πο (1998) ανδ χαν βε χονσιδερεδ ασ τηε   οτηερ∀ οφ
αλλ τηε τοολβοξεσ δεϖελοπεδ λατερ (αλλ οφ ωηιχη, ινχλυδινγ ουρ οων, ινχορπορατε ορ αδαπτ σο ε
οφ ιτσ φυνχτιονσ). Ιτ χο πυτεσ ονλψ τηε Χ Τ ανδ χορρεσπονδινγ λεϖελσ οφ σιγνι χανχε. 25 Τηε
ωαϖελετσ ωηιχη χαν βε υσεδ αρε: τηε Μορλετ ωαϖελετ, τηε Παυλ ωαϖελετ (α παρτιχυλαρ χασε οφ τηε
ΓΜ σ) ανδ τηε  ΟΓ ( εριϖατιϖε οφ Γαυσσ) ωαϖελετ (τηισ ισ α ρεαλ ωαϖελετ).
  ΣΟ ΑΣ   σοφτωαρε φορ αναλψσισ ανδ σψντηεσισ, δεϖελοπεδ βψ  . Μαραυν ανδ ϑ. Λαεηνε ανν
ανδ αϖαιλαβλε ατ: ηττπ://τοχσψ.αγνλδ.υνι−ποτσδα .δε/ωαϖελετσ. Ιτ χο πυτεσ τηε Χ Τ, Ξ Τ,
ωαϖελετ χοηερενχε ανδ πηασε−δι ερενχε. Ιτ  ακεσ υσε οφ τηε ωαϖελετ σοφτωαρε τοολβοξ οφ Τορ−
ρενχε ανδ Χο πο ανδ σο, τηε αϖαιλαβλε ωαϖελετσ αρε τηε σα ε ασ ιν Τορρενχε ανδ Χο πο σ
τοολβοξ: Μορλετ, Παυλ ανδ  ΟΓ. Σ οοτηινγ ιν τηε χο πυτατιον οφ χοηερενχε ισ δονε ωιτη
α βοξ ωινδοω φυνχτιον (βοτη ιν τι ε ανδ ιν φρεθυενχψ). Ιτσ ι πορταντ χοντριβυτιον ισ τηε
ποσσιβιλιτψ οφ υσινγ νοτ ονλψ ποιντωισε σιγνι χανχε τεστσ (ασ ιν ουρ χασε), βυτ αλσο αρεαωισε σιγ−
νι χανχε τεστσ; σεε Μαραυν ανδ Κυρτησ (2004) ανδ Μαραυν, Κυρτησ ανδ Ηολσχηνειδερ (2007)
φορ δεταιλσ.
   αϖελετ χοηερενχε παχκαγε   τοολβοξ δεϖελοπεδ βψ Α. Γρινστεδ, ϑ. Χ. Μοορε ανδ Σ. ϑεϖρε−
ϕεϖα ανδ αϖαιλαβλε ατ: ηττπ://ωωω.πολ.αχ.υκ./ηο ε/ρεσεαρχη/ωαϖελετχοηερενχε. Ιτ χο πυτεσ
τηε Χ Τ, Ξ Τ, ωαϖελετ χοηερενχε ανδ πηασε−δι ερενχε. Τηε αϖαιλαβλε ωαϖελετσ αρε: Μορλετ,
Παυλ ανδ  ΟΓ. Τηε σ οοτηινγ υσεδ φορ τηε χο πυτατιον οφ χοηερενχε ισ δεσιγνεδ φορ τηε
Μορλετ ωαϖελετ, ασ δεσχριβεδ ιν τηε αππενδιξ οφ Τορρενχε ανδ  εβστερ (1999) (ανδ ιναδεθυατε
φορ οτηερ ωαϖελετσ).
   αϖελετσ_ΒΧΜΧ   τοολβοξ δεϖελοπεδ βψ Β. Χαζελλεσ ανδ Μ. Χηαϖεζ.. Αλτηουγη τηε σιτε
ρεφερρεδ βψ τηε αυτηορσ ιν τηε παπερ βψ Χαζελλεσ ετ. αλ. (2007) ισ νοτ αϖαιλαβλε, τηε παχκαγε χαν
βε οβταινεδ εασιλψ βψ ρεθυεστ το ονε οφ τηε αυτηορσ. Ιτ χο πυτεσ τηε Χ Τ, Ξ Τ, χοηερενχε
ανδ πηασε−δι ερενχε. Τηε αϖαιλαβλε ωαϖελετσ αρε: Μορλετ, Παυλ ανδ  ΟΓ. Σ οοτηινγ φορ χο −
πυτατιον οφ χοηερενχε χαν βε δονε ωιτη ϖαριουσ τψπεσ οφ ωινδοω φυνχτιονσ. Τηισ παχκαγε ηασ
τωο  αιν αδϖανταγεσ. Φιρστ, τηε στατιστιχαλ τεστσ χαν βε δονε βψ σεϖεραλ δι ερεντ αππροαχηεσ,
ινχλυδινγ υσινγ Μαρκοϖ ηιδδεν προχεσσεσ, Φουριερ πηασε ρανδο ιζατιον, τηεορετιχαλ ωηιτε ανδ
ρεδ νοισε διστριβυτιονσ, ετχ. Σεχονδ, τηε ουτπυτ οπτιονσ αρε ϖερψ ριχη. Ε.γ. ονε χαν ασκ φορ
τηε ινσταντανεουσ ρελατιϖε ϖαριανχε οφ δι ερεντ φρεθυενχψ βανδσ,  εανινγ τηατ, ιν εαχη ποιντ
ιν τι ε, ονε χαν χο πυτε ωηιχη φρεθυενχιεσ χοντριβυτε  ορε το τηε οϖεραλλ ϖαριανχε.
  ΑΣΤοολβοξ   τηισ ισ ουρ τοολβοξ.  ε δεσχριβε ιτ νεξτ ωιτη σο ε δεταιλ.  ε βυιλτ ον τηε
τοολβοξεσ οφ Τορρενχε ανδ Χο πο ανδ Χαζελλεσ ετ αλ.. Τηισ τοολβοξ ωασ ωριττεν ωιτη εχονο ιχσ
25Α φυνχτιον το χο πυτε τηε ωαϖελετ χοηερενχψ ισ αϖαιλαβλε ιν α Ι Λ ϖερσιον οφ τηισ τοολβοξ; τηερε ισ αλσο α ΦΟΡΤΡΑΝ
ϖερσιον οφ τηισ παχκαγε.
35ανδ οτηερ σοχιαλ σχιενχε αππλιχατιονσ ιν  ινδ. Τηε σιγνι χανχε τεστσ αρε περφορ εδ υσινγ τηε
φα ιλιαρ ΑΡΜΑ προχεσσεσ ασ τηε νυλλ, ανδ χαν βε δονε βψ σι πλε βοοτστραππινγ ορ σι πλε Μοντε
Χαρλο σι υλατιονσ. Γιϖεν τηατ ωε ονλψ υσε αναλψτιχαλ ωαϖελετσ, σι πλε ρεχονστρυχτιον φορ υλασ
αρε αϖαιλαβλε, ωηιχη ωιλλ εασιλψ αλλοω τηε προ χιεντ υσερ το αδαπτ τηε τοολβοξ το χονστρυχτ
ωαϖελετ βασεδ βανδπασσ  λτερσ (φορ υσ, τηισ ισ στιλλ ωορκ ιν προγρεσσ). Ουρ τοολβοξ αλλοωσ φορ
τηε υσε οφ τηε γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετ, ωηιχη ενχο πασσ τηε  οστ ποπυλαρ αναλψτιχαλ ωαϖελετσ
(συχη ασ τηε Παυλ ωαϖελετ), ανδ τηε Μορλετ ωαϖελετ. Οφ χουρσε, τηε  οστ ι πορταντ χοντριβυτιον
οφ ουρ τοολβοξ ισ τηε ποσσιβιλιτψ οφ χο πυτινγ  υλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ ασ ωελλ
ασ ωηατ ωε χαλλεδ παρτιαλ πηασε−δι ερενχε.
Τηε ΑΣΤοολβοξ ισ αϖαιλαβλε ατ ηττπ://σιτεσ.γοογλε.χο /σιτε/αγυιαρχονραρια/ϕοανασοαρεσ−ωαϖελετσ.
Τηε φολδερ ΑΣΤοολβοξ χονταινσ α σεριεσ οφ Ματλαβ φυνχτιονσ ι πλε εντινγ τηε χοντινυουσ ωαϖελετ
τοολσ δεσχριβεδ ιν τηισ παπερ. Ουρ  αιν οβϕεχτιϖε ωασ το χολλεχτ ιντο ονε σινγλε διρεχτορψ αλλ τηε
φυνχτιονσ νεχεσσαρψ το υσε τηεσε τοολσ ανδ αλσο το προϖιδε σο ε σχριπτσ ιλλυστρατινγ τηειρ υσε. Τηισ, ωε
ηοπε, ωιλλ ενχουραγε νεωχο ερσ το τηε  ελδ το  ακε τεστσ ωιτη τηειρ οων δατα ανδ  ιγητ χοντριβυτε
το τηε δισσε ινατιον οφ τηε υσε οφ ωαϖελετσ, νοτ ονλψ ιν εχονο ιχσ ανδ  νανχε, βυτ ποσσιβλψ ιν οτηερ
αρεασ.
Τηε φολδερ ΑΣΤοολβοξ ισ διϖιδεδ ιντο τωο συβ−φολδερσ:
1. Φυνχτιονσ   χονταινινγ αλλ τηε Ματλαβ φυνχτιονσ. Τηισ ηασ τωο συβ−φολδερσ:
  Αυξιλιαρψ   χονταινινγ σο ε αυξιλιαρψ φυνχτιονσ το, ε.γ. γενερατε συρρογατε σεριεσ ορ
χο πυτε Φουριερ σπεχτρα; ιτ αλσο χονταινσ α φυνχτιον το χο πυτε  εασυρεσ ασσοχιατεδ ωιτη
γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετσ.
   αϖελετΤρανσφορ σ   χονταινινγ φυνχτιονσ το χο πυτε τηε (αναλψτιχ) ωαϖελετ τρανσ−
φορ , χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορ , ωαϖελετ χοηερενχψ, ωαϖελετ πηασε−δι ερενχε ανδ τι ε−λαγ,
 υλτιπλε χοηερενχψ, παρτιαλ χοηερενχψ ανδ παρτιαλ πηασε−δι ερενχε.
2. Εξα πλεσ   χονταινινγ Ματλαβ σχριπτσ το γενερατε τηε πιχτυρεσ ασσοχιατεδ ωιτη εαχη εξα πλε
ανδ αππλιχατιον οφ τηισ παπερ.
Σο ε οφ ουρ φυνχτιονσ αρε βασεδ ον (παρτσ οφ) φυνχτιονσ ωριττεν βψ Χηριστοπηερ Τορρενχε ανδ
Γιλβερτ Π. Χο πο (ηττπ://παοσ.χολοραδο.εδυ/ρεσεαρχη/ωαϖελετσ/) ανδ αλσο ον σο ε  οδι εδ ϖερσιονσ
οφ φυνχτιονσ ωριττεν βψ Βερναρδ Χαζελλεσ ανδ Μαριο Χηαϖεζ; Χαζελλεσ ετ αλ. (2007).
9.1 Ι πλε εντατιον δεταιλσ
 ηεν ι πλε εντινγ τηε τρανσφορ σ, σο ε χηοιχεσ ηαϖε, νατυραλλψ, το βε  αδε.  ε νοω γιϖε α βριεφ
δεσχριπτιον οφ τηε οπτιονσ  αδε ιν ουρ προγρα σ. Τηεσε χαν βε  οδι εδ, ωιτη ϖερψ λιττλε ε ορτ, βψ
ανψ υσερ.
  Νορ αλιζατιον
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φορ τηε νορ αλιζινγ
χονσταντ, ιν τηε χασε οφ α ΓΜ    σεε Λιλλψ ανδ Οληεδε (2009)   ανδ φορ υλα (19), ιν τηε χασε οφ
τηε Μορλετ ωαϖελετ.
36  Φουριερ φαχτορ
Τηε χονϖερσιον οφ σχαλεσ το φρεθυενχιεσ ισ βασεδ ον τηε ενεργψ φρεθυενχψ !Ε
 , γιϖεν βψ (11), ι.ε.
ωε υσε φορ υλα !(σ) =
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σ το χονϖερτ σχαλεσ το ανγυλαρ φρεθυενχιεσ. Τηισ, ιν τυρν,  εανσ τηατ ουρ






  Φορ υλα φορ Χ Τ
Τηε ι πλε εντατιον οφ τηε Χ Τ (ανδ, ηενχε, αλσο τηε Ξ Τ ανδ τηε  ΧΟ) ισ βασεδ ον τηε υσε
οφ φορ υλα (46), τογετηερ ωιτη ανδ ινϖερσε ΦΦΤ.
  Σχαλεσ
Τηε σχαλεσ υσεδ ιν τηε Χ Τ (Ξ Τ,  ΧΟ) αρε χηοσεν ασ φραχτιοναλ ποωερσ οφ 2, ι.ε. τηεψ αρε οφ
τηε τψπε γιϖεν βψ (47).
  ΧΟΙ
 ηεν ι πλε εντινγ ουρ αλγοριτη σ, ωε τακε ασ δεχαψινγ τι ε το δε νε τηε ΧΟΙ, τηε θυαντιτψ
γιϖεν βψ τηε ραδιυσ οφ τηε ωαϖελετ (ατ εαχη σχαλε σ), ι.ε. ωε χονσιδερ
τ = σ τ:
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ωηερε   δενοτεσ τηε Φουριερ περιοδ χορρεσπονδινγ το σχαλε σ ανδ Φφ ισ τηε Φουριερ φαχτορ γιϖεν βψ
(49).
  Σ οοτηινγ
Τηε σ οοτηινγ προχεσσ ινϖολϖεδ ιν τηε χοηερενχψ χο πυτατιονσ ισ δονε βψ χονϖολυτιον ωιτη
ωινδοω φυνχτιονσ ιν τι ε ανδ ιν φρεθυενχψ. Τηε τψπε ανδ σιζε οφ τηε ωινδοω χαν βε σελεχτεδ βψ
τηε υσερ. Ποσσιβλε ωινδοωσ αρε: ρεχτανγυλαρ (βοξ), τριανγυλαρ, Ηα  ινγ, Ηαννινγ, Βλαχκ αν ανδ
Βαρτλεττ.
  Σιγνι χανχε τεστσ
Τηε τεστσ οφ σιγνι χανχε αρε αλωαψσ βασεδ ον Μοντε Χαρλο σι υλατιονσ. Τηε σι υλατιονσ υσε
τωο δι ερεντ τψπεσ οφ  ετηοδσ το χονστρυχτ συρρογατε σεριεσ: (1)  ττινγ αν ΑΡΜΑ(π;θ)  οδελ ανδ
βυιλδινγ νεω σα πλεσ βψ βοοτστραπ ορ (2)  ττινγ αν ΑΡΜΑ(π;θ)  οδελ ανδ χονστρυχτ νεω σα πλεσ
βψ δραωινγ ερρορσ φρο  α Γαυσσιαν διστριβυτιον. Ιν τηε  ρστ οπτιον, ωε υσε τηε ϖερψ βασιχ βοοτστραπ
τεχηνιθυε δεσχριβεδ ιν Σεχτιον 2.1 οφ Βερκοωιτζ ανδ Κιλιαν (2000) ανδ Χηαττερϕεε (1986). Ιν τηε
σεχονδ οπτιον, τηε συρρογατεσ αρε χονστρυχτεδ υσινγ τηε φυνχτιον  γαρχησι   (υνιϖαριατε ΓΑΡΧΗ
37προχεσσ σι υλατιον) οφ τηε Εχονο ετριχσ Τοολβοξ ινχλυδεδ ιν Ματλαβ 2009. Το  τ τηε ΑΡΜΑ(π;θ)
το τηε δατα, ωε  ακε υσε οφ τηε φυνχτιον  γαρχη τ  οφ τηε σα ε τοολβοξ. Τηε υσερ τηατ δοεσ νοτ ηαϖε
τηε Εχονο ετριχσ τοολβοξ χαν περφορ  σιγνι χανχε τεστσ βψ χηοοσινγ αν ΑΡΜΑ(π;0)  οδελ ωιτη
βοοτστραπ. Ιν τηισ χασε, τηε ΑΡ(π)  οδελ ισ εστι ατεδ βψ ΟΛΣ ανδ τηε χοδε ισ σελφ−χονταινεδ ανδ
αυτονο ουσ φρο  τηε Εχονο ετριχσ τοολβοξ.
9.2 Σοφτωαρε ρεθυιρε εντσ
Ουρ προγρα σ ωερε ωριττεν ιν Ματλαβ 2009.β. Ηοωεϖερ ωε ωερε χαρεφυλ ιν ωριτινγ ιτ ιν συχη α ωαψ
τηατ ιτ ισ φυλλψ χο πατιβλε ωιτη ϖερσιον 7. Σο ε οφ ουρ προγρα σ  ακε υσε οφ φυνχτιονσ φρο  τηε
Ματλαβ τοολβοξεσ Εχονο ετριχσ Τοολβοξ ανδ Σιγναλ Προχεσσινγ Τοολβοξ. Τηισ ισ αλωαψσ εξπλιχιτλψ
στατεδ ιν τηε φυνχτιον ανδ  αψ, ιν σο ε χασεσ, βε ϖερψ σι πλψ ρεπλαχεδ βψ φυνχτιονσ ωριττεν βψ τηε
υσερ. Ιφ ονε περφορ σ σιγνι χανχε τεστσ βψ βοοτστραππινγ πυρε ΑΡ προχεσσεσ, τηεν τηερε ισ νο νεεδ
φορ τηε εχονο ετριχσ τοολβοξ. Τηε Σιγναλ Προχεσσινγ Τοολβοξ ισ νεεδεδ φορ σ οοτηινγ. Ιφ σ οοτηινγ
ισ δονε υσινγ α Βαρτλετ ωινδοω, τηεν τηε τοολβοξ ισ νο λονγερ νεχεσσαρψ
9.3 Λιστ οφ φυνχτιονσ
Τηε φολλοωινγ φυνχτιονσ αρε αϖαιλαβλε.
1. Φολδερ Αυξιλιαρψ
  ΑΡΟΛΣ − ΑΡ  οδελ οφ α τι ε σεριεσ βασεδ ον Ορδιναρψ Λεαστ Σθυαρεσ.
  ΦουριερΣπεχτρυ  − Παρα ετριχ εστι ατε οφ τηε Φουριερ Ποωερ Σπεχτρυ  οφ α τι ε σεριεσ, βψ
 ττινγ αν ΑΡΜΑ προχεσσ.
  ΓΜ Μεασυρεσ − Σο ε  εασυρεσ ασσοχιατεδ ωιτη α γιϖεν γενεραλιζεδ Μορσε ωαϖελετ.
  ΜατριξΜαξ − Λοχαλ  αξι α οφ α  ατριξ.
  ΠροχεσσΜατριξ − Πρε−προχεσσινγ οφ χολυ νσ οφ γιϖεν  ατριξ.
  ΣυρρογατεΑΡΜΑΒοοτ − Συρρογατε σεριεσ βασεδ ον ΑΡΜΑ  οδελ ανδ βοοτστραπ.
  ΣυρρογατεΑΡΜΑΕχον − Συρρογατε σεριεσ υσινγ Εχονο ετριχσ τοολβοξ.
   αϖελετΣπεχτρα −  αϖελετ τρανσφορ σ οφ αλλ τηε χολυ νσ οφ α γιϖεν  ατριξ.
2. Φολδερ  αϖελετΤρανσφορ σ
  Α Τ − Αναλψτιχ ωαϖελετ τρανσφορ  οφ γιϖεν σεριεσ.
  Α ΤΟυτπυτ −  ι ερεντ θυαντιτιεσ χο πυτεδ φρο  α ωαϖελετ τρανσφορ .
  Α ΧΟ − ωαϖελετ χοηερενχψ ανδ χροσσ−ωαϖελετ τρανσφορ  οφ τωο σεριεσ.
  Α ΧΟΟυτπυτ −  ι ερεντ θυαντιτιεσ χο πυτεδ φρο  α ωαϖελετ χοηερενχψ.
  ΜΠΑ ΧΟ − Μυλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χοηερενχιεσ.
  ΜΠΑ ΧΟΟυτπυτ −  ι ερεντ θυαντιτιεσ χο πυτεδ φρο   υλτιπλε ανδ παρτιαλ ωαϖελετ χο−
ηερενχιεσ.
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